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Zur Theorie 
der algebraischen Funktionen zweier Veränderlicher. 
III. Über die Zahl d der Zeuthen-Segreschen Invariante. 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle-Saale. 





Eine Definition der Zeuthen-Segreschen Invariante für Büschel mit beliebigen 
Singularitäten ist zum ersten Male von mir (1912, [1]) gegeben !). Eine vereinfachte Dar- 
stellung stammt von M. Oehlert [2]. Dieselbe Aufgabe hat dann 1920 L. Godeaux [3], 
dessen Arbeit mir nicht zugänglich gewesen ist, behandelt und 1934 L. Campedelli [4], 
[5], der auch gezeigt hat, daß in irrationalen Körpern die Zahl ö dieser Invariante nicht 
negativ sein kann. 

In dieser Arbeit soll bewiesen werden: 

Die Zahl ö der Zeuthen-Segreschen Invariante ıst für alle Büschel in irrationalen 
Körpern und für Büschel von Primteilern in rationalen und halbrationalen Körpern nicht 
negativ. 

Für Büschel von zerfallenden ganzen Divisoren kann ö ın rationalen und halbrationalen 
Körpern negativ seın. 


$ 1. Die Invariante. 


Die Zeuthen-Segresche Invariante Z für ein Büschel <®&) des Geschlechtes p von 
ganzen Divisoren des Geschlechtes q ist gegeben durch 


(1) Z+A=6+4p—N)@—N—N. 
Wegen Z+4+ (8,8) = 12(p, + 1) ist also 

(2) 6=12(p, +) —4Ap—N@—U+N. 
Für p > 0 ist immer N=0. Für p=0 ist 

(3) N=32»—f, 


wo » die Zahl der Zweige eines allgemeinen Divisors &, ıst, die durch die festen Stellen 
gehen, und wo f die Zahl der festen Stellen ist. Da durch jede feste Stelle mindestens 
ein Zweig von ®, geht, so ist 


(4) N=0; 
das Gleichheitszeichen steht nur, wenn keine festen Stellen vorhanden sind. 


Zerfallen alle &, so besteht fast jedes & aus etwa r Primteilern eines Büschels. 
Haben diese das Geschlecht g’, so ist qg zu bestimmen aus 


8) g—1=r@—1). 


!) Die Zahlen in [ ] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 
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$ 2. Rationale Körper. 

Ein rationaler Körper X kann keinen Unterkörper der Dimension 1 haben, dessen 
Geschlecht von O0 verschieden ist, so daß es in ihm nur rationale Büschel gibt. Daher ist 
p = 0. Außerdem ist p, = 0, so daß nach (2) 

(6) 6=4+N +8 — (KR). 

Nach [6], $ 12, Satz III ist aber in rationalen Körpern ($, 8) s 8, also nach (4) und (6) 
624g. 
Sind die & aus (®) im allgemeinen Primteiler, so ist g = 0 und 
o>0. 
Zerfallen alle &, so kann ö <O sein, wie das folgende einfache Beispiel zeigt. Ä sei 


der Körper der rationalen Funktionen von x,y. Wir wählen die einfache Stellendefinition 
in Bezug auf x, y, bei der x und y an allen Stellen bestimmte Werte annehmen, und bei der 


(KR)=8, 
also nach (6) 
(7) ö=4g4-+N. 
Das Büschel <&) bestehe aus den Zählern von 9 — £, wo £ der Parameter des Büschels 
ist. Jedes © zerfällt in r Primteiler eines Büschels <®), das aus den Zählern von 


y—n=y-—-VE besteht. Daher ist das Geschlecht g’ der ® gleich 0 und nach (5) 
qa—i1=rg—Ai)=—r. 
Ferner ist \ = 0), da yan allen Stellen einen bestimmten Wert annimmt. Also ist nach (7) 
ö6=—4r—1)<0O für r22. 


$ 3. Halbrationale Körper. 
K sei der Körper (x, y, 3) mit der Bedingung 
2) =0, 
wo o ein unzerlegbares Polynom ist. Der durch & = 0 definierte Körper x der Dimension 1 


seı vom Geschlecht z. Es ist z > 0, da sonst Ä rational wäre. 
In einem halbrationalen Körper ist 


(8) p,= 7 und ferner (8,8) Ss — 87 —1), 
wo das Gleichheitszeichen bei einfacher Stellendefinition steht ([6], $ 12, Satz XI). 
Wir unterscheiden drei Fälle: 


a) Das Büschel <&) von Primteilern ® sei irrational, also N =0. Es gibt in Ä 
nur ein solches Büschel, und zwar das, dessen Primteiler ® den Stellen von x einein- 
deutig entsprechen. Für dies Büschel <P) ist 


p=n, q=09, N=0, 
so daß nach (2) und (8) 
= — (KK) — Sr —1)>0, 
wo bei einfacher Stellendefinition das Gleichheitszeichen steht. 


b) Es seı <&) ein lineares Büschel von Primteilern ®, also p=0. ©, sei ein 
Primteiler aus <&) ohne Besonderheiten, so daß das Geschlecht von ©, gleich g ist. 
Da ©, nicht zu den Primteilern des Büschels (P) gehört. so werden die Größen aus 
x» für ©, = 0 nicht konstant, woraus folgt, daß x ein Unterkörper des Körpers ©, ist. 
Daher ist 27, und aus (2), (4) und (8) folgt 6 >0. 
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c) Ist <&) ein Büschel von zerfallenden ganzen Divisoren, so kann ö kleiner 
als Null sein, wie das folgende Beispiel zeigt. (&) sei das lineare Büschel, das aus den 
Zählern von y— £& besteht, wo & der Parameter ist. Ist die Gleichung »(y, z) = 0 in z 
vom Grade n, so zerfällt der Zähler von y— £ in x in n Primteiler und ebenso in Ä, so 
daß jedes & aus n Primteilern ®; eines Büschels <®) besteht. 

Da <&) linear ist, so ist p=0. Da ferner y an allen Stellen einen bestimmten 
Wert annimmt, so ist N = (0. Das Geschlecht g’ der ®; ist Null, so daß nach (5) 
q—1=—.n. Wählen wir noch die einfache Stellendefinition, so daß (8,8) = — 8(r—1), 
so erhalten wir aus (2) 


= — An tn—1)<0. 


$ 4. Irrationale Körper. 


1. Ist K ırrational, so können wir die Formel (2) nicht benutzen, da wir keine obere 
Grenze für ($, 8) kennen. Wir müssen die Definition von ö verwenden. Es genügt, den 
Fall zu betrachten, wo N = 0, wo also keine festen Stellen vorhanden sind. Den anderen 
Fall werder. wir auf diesen zurückführen. 

Ein Divisor 9 eines Büschels (5) ohne feste Stellen liefert zu der Zahl ö den 
Beitrag 


(9) 9) = LH) — HH HH, RN: 
Darin ist, in verschiedene Primteiler zerlegt, 
(10) 5 = x SZ u 
wenn 
(11) H= PAR. PR. 
Ferner ist der Beitrag einer Stelle $S, durch die 9’ geht, zu 20(9') — u(#') gleich 
4 = gleich der Zahl der Schnittpunkte, die die Kurven  Z O und ®-—0 
ou’ cu ov 


in der Stelle $ haben. Diese Zahl ist dann und nur dann Null, wenn $' in $ einen ein- 
fachen Punkt hat, sonst größer als Null. 


2. Das Büschel (9) bestehe im allgemeinen aus Primteilern. 
Da wir angenommen haben, daß keine festen Stellen vorhanden sind, so ist 


(12) 9, 9)=0, (9, 9)=0, (B, H)=0. 
Da der Divisor 9 in (11) stetig in einen Primteiler übergeht, so müssen die ®, durch 
Schnittpunkte zusammenhängen, so daß die ®, einander in mindestens A— 1 Stellen 


treffen. In jeder dieser Stellen hat $’ mindestens einen Doppelpunkt, und jede liefert 
daher zu 20(9’) — u($’) mindestens den Betrag 1, sodaß 


(12a) 27H) HH) R—1>0. 
Das Geschlecht g eines allgemeinen Divisors 9 kann nicht Null sein, da Ä sonst 


nach einem Satze von M.Noether halbrational wäre. Da 9 im allgemeinen Primteiler 
ist und keinen mehrfachen Punkt hat, so folgt unter Benutzung von (12) 


(13) 29 — 2 = (9, 98) = (8,0) >0. 
Erstens si A=1, also 9 = P!= P*, 9° = ®. Aus (12) folgt dann 
(14) = (B; 9) ir (B; P) Rn (PB, PB), (PB; B) =0 

und aus (13) 
(15) HHN)=-EABRN) 20, BUIS0. 


2” 
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Nach (9), (12), (12a) und (15) wird 
(16) KH) SR NYPBRK)=S0, 


und zwar ist ö($) dann und nur dann gleich Null, wenn ® keinen mehrfachen Punkt hat, 
und wenn außerdem «x = 1 oder (B, ft) = 0. Im ersten Falle ist 9 = ® ein allgemeiner 
Primteiler des Büschels. Im zweiten Falle folgt aus (13) und (15) g=1, so daß 9 
ein Büschel von Primteilern des Geschlechtes 1 ist. 

Zweitens sei > 1. Aus (11) und (12) folgt 


(B; 9) = = “lB; P,) —=Q, 
k 





(17) — (BB) FARB) (kei). 


En 
Da ®, mindestens einen der anderen Primteiler ®, treffen muß, so ist 


(18) (BB) <0. 


Ferner ergibt sich 


also wegen (10) 
u] ’ Xk u7 
(19) aa (2 ’ 9 ) Pr. = 2b P,) 22 Br R,) - | ; + u ) (B; B,)- 


Für positives reelles o ist aber immer 


so daß nach (19) 


Nach (10) und (11) ıst 
(20) (9/9, = (18). 
Wäre etwa (B,, N) < 0, so würde ®, ein vollkommener Primteiler (vgl. [7]) sein, da nach 


(18) immer (B,, ®,) <O. Diesen können wir uns durch eine E”'-Transformation in 
einen Primteiler zweiter Art verwandelt denken, wodurch wegen (®,, 5) = 0 das Büschel 
keinen Basispunkt erhält. Daher können wir annehmen, daß unter den ®; keine voll- 
kommenen Primteiler vorkommen, so daß 


(PB) 0 
und nach (20) 
(9/9,0) 20. 
Aus (9), (12), (12a) folgt jetzt 
(20a) KH) —1>d. 
Wegen 
= 2309) 


ist dann 60. 
Wir haben angenommen, daß kein 9 einen vollkommenen Primteiler enthält. 


Derartige Primteiler haben wir durch E”’-Transformationen in Primteiler zweiter Art 
verwandelt. Im ganzen seien so r Primteiler erster in solche zweiter Art übergeführt. 
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Machen wir diese Transformationen rückgängig, so wird dadurch (8, $t) um r kleiner, 
also ö um r größer, da ö+ (St, 8) ungeändert bleibt. Daher wird dann sogar 


o2i—i1+r2>r. 


Ferner ergibt sıch, daß dann und nur dann ö = 0), wenn immer / = 1, und wenn außerdem 
entweder die $ Primteiler ohne mehrfache Stellen sind, oder wenn das Geschlecht q 
gleich 1 ist. Aber Körper vom Geschlecht 1 haben nur einen Modul. Würde dieser vom 
Parameter des Büschels abhängen, so würde er eine algebraische Funktion dieses Para- 
meters sein und mindestens eine Nullstelle haben. Unter den 9 kommt dann mindestens 
ein Primteiler des Geschlechtes 0 vor, also mit einem Doppelpunkt, so daß 5 > 0 sein 
würde. Der Modul muß daher für ö = 0 vom Parameter unabhängig sein, und alle 9 
haben denselben Modul, sind birational äquivalent, so daß auch in diesem Fall alle 9 
Primteiler ohne mehrfache Stellen sind. Daher haben wir: 

Ist in einem irrationalen Körper (SH) ein Büschel ohne Basıspunkte, dessen Divisoren 
fast alle Primteiler sind, so ist ö dann und nur dann Null, wenn alle 9 Primteiler ohne 
mehrfache Punkte sind. 


3. <9) habe Basispunkte, so daß das Büschel linear ist, also p = 0. Im allge- 
meinen sei 9 Primteiler. 

Die Basispunkte seien durch eine Stellentransformation aufgelöst, wodurch die 
Primteiler zweiter Art a,,Ag,...,a, In Primteiler erster Art W; übergehen mögen. Die 
kanonische Klasse ($) werde zu (8). Für ein allgemeines 9 sei 


(H2=-A=- WM We. 
Setzen wir 
=, 
so geht das Büschel (9) ın das Büschel (5%) über. Da % der 9 entsprechende Prim- 


teiler ist, wenn $ Primteiler ist, so ist das Geschlecht von % auch g. Ist ö’ die zu (#5) 
gehörende Zahl ö, so besteht wegen der Invarianz von Z + ($}, it) die Gleichung 


6 — Ag —1)— N +8) = 6 — Ag —1)+(EW, 8). 
Da (E,8) = (8,8) — o, so folgt 
(21) ö6=d‘—o+N. 
S sei eine der festen Stellen von (9). Durch $ mögen gehen 
v, Zweige mit beweglichen Tangenten, 


v; Zweige mit der festen Tangente 4, = 1,2,...,m. 
Die Tangente t; habe die Gleichung v — a;u = 0. Der Beitrag N; von $ zu N ist dann 





(22) Nam 20, +2 a 


Bei 5 hat die Gleichung von ($) die Form 
(23) G,(u, v;&) + Ev — a,u! (v — a,u)- -- (v— a„u)ym — 0, 
wenn »,= 0, und die Form 
(24) (v— a,u)! + (9 — a„u)m [g,(u, v) — Egz(u, v)] + G,lu, v;&)= 0, 


wenn »,> 0. Hierin sind g, und g, homogene Polynome ohne gemeinsamen Faktor des- 
selben Grades, etwa des Grades /, und G, und G, sind gewöhnliche Potenzreihen von 
u, v, die mindestens mit Gliedern der Dimension 


1+3Pß und A+1+ BP; 
beginnen. 
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Auf 5 wenden wir die E-Transformation vu= u, v= u,v, an, wodurch a, in 
A, übergehe. Das aus <$) entstehende Büschel (H") wird für die aus S hervor- 
gehenden Stellen erster Ordnung gegeben durch 

(25) 4,60, 0; 8) m — a (mr = 0, 
wenn », = 0, und durch 

(26) (1 — a... (m — An)” gl, 1) — 88 (1,0) + u6zlu, v5) 0, 
wenn »,> 0. Hierin sind G, und G, gewöhnliche Potenzreihen von u,, v.- 

Da für alle Stellen erster Ordnung u, = 0 ist, so ergibt sich, daß die m Stellen $;, 


nämlich (z,, v,) = (0, a;), feste aus $S entstandene Stellen des Büschels <H") sind, 
und zwar entspricht S; der festen Tangente i{,. Da bei der Transformation jedem Zweige 
eines Primteilers wieder ein Zweig entspricht, so gehen durch $,; genau »; Zweige eines 


allgemeinen Primteilers 5”. Ist N die zu <$"’) gehörende Zahl N, so wird daher der 
Beitrag N%$’ der aus $ hervorgegangenen Stellen zu N" 


(27) NP = £(2un 1) = 2m. 


Da im übrigen alles ungeändert bleibt, so wird nach (22), (27) 
N— N" = N — N = 2», +m—1, 

(28) N— N" -A=3»,+m—2=f,, 
wo f, zur Abkürzung eingeführt ist. Im allgemeinen ist /, 20. Nur wenn »,=(, 
m = 4, ist fi < 0, und zwar gleich — 1. Wenn aber », = 0, so gibt es nach (25) unter 
den $" einen Divisor, der durch u,, also durch X,, teilbar ist, nämlich den durch € = 0 
gegebenen. Für f, = — 1 ist also einer der Divisoren H durch A, teilbar. 

Durch die weiter auszuführenden o— 1 E-Transformationen gehe der Reihe nach 
a, in Y,, az in Wz,..., a, in W, über, ferner (H") in HM, <H®) in HM, ..., (5) 
in<H%)—=<#%). Die zu <H") gehörende Zahl N sei N”. Dann gilt nach (28), da 
N® — 0, 

N—N®—1=f, NM®—-NM—1=7,..,.N"—1=}f, 

woraus durch Addition folgt 


N—o=2/. 
Von den /, wissen wir, daß 
7 > —1 ’ 
und daß für / = — 1 unter den 9®, also auch unter den % ein Divisor vorkommt, der 


Y[; enthält. 
Unter den Primteilern VW; mögen r vorkommen, die in einem 75 enthalten sind, sodaß 


(29) N 
Die W,; seien jetzt so geordnet, daß 
Ar As Ay +, U 
diejenigen sind, die in einem % enthalten sind; z.B. seien W,,..., X Faktoren von 
%- Es sei 





02 —1T. 


— PYıyr... PIMAI+ıI... Ma 
d, = A, Q, N, Ph Pe 
wo die ®, von den X; und voneinander verschiedene Primteiler sein sollen. Nun kann 


?%; nicht nur aus Primteilern U; bestehen, weil dann der 75, entsprechende Divisor 9 
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aus (9) gleich 1 sein würde. Also ist 
iz1-+1. 
Da (5%) keine Basıspunkte hat, ist nach (20a) 
> r-121, 


also 
6 >221=r, 
und nach (29) 
‘+N—o2>0. 
Wegen (21) folgt 
I>0d. 


4. <9» sei ein Büschel von zerfallenden Divisoren. 

Ein allgemeiner Divisor $ besteht aus Primteilern ®; eines Büschels <®), etwa ausr. 

Die zu <P) gehörenden Zahlen 6, N, p,g seien ö', N’, p',q’. Die Zahl der festen 
Stellen von (9) und <®$) ist dieselbe, etwa /. Gehen durch eine feste Stelle v»; Zweige 
eines allgemeinen Primteilers P, so gehen durch sie vg = rv; Zweige eines allgemeinen 
Divisors 9, so daß 

v=rv’ 

und 

(0) N=3» —/=2rv" —=r(2v" —f) +(r—A\=rN’+(r—1)f. 
Nach (5) ıst 

(31) g—i=r@'—1). 
Die Körper, deren Stellen die Divisoren der Büschel (9) und <®P) eineindeutig zuge- 
ordnet sind, seien x und x’. Jeder Stelle von x’ entspricht ein Primteiler ®, also 
ein Divisor 9, nämlich der, in dem ® enthalten ist, und damit eine Stelle von x. Um- 
gekehrt entspricht einer Stelle von x ein Divisor 9, so daß ihr r Primteiler B entsprechen, 
nämlich die in 9 enthaltenen, und damit r Stellen von x’, so daß x’ ein Körper vom Grade 
r über dem Körper x ist. 

Ist w die Relativverzweigungszahl von x’ in Bezug auf x, so ist 


(32) pP -iA=rp—V+z- 


Nach (2) ist 
12(p, + (R)=5+4p—1) —-I)— N 


= 6 + 4(p — I) —1)— N, 


il 


also 
6— 6’ = 4p' —A)(’ —1)— dp —M)@—N)+N—N. 
Wegen (30), (31), (32) folgt hieraus 
6— 6 = A" — 1) 1 rp— NH lr— NN HN, 
86 — 6’ = 2wl(g’ — 1) + 2v’(r— 1). 
Da nach 3. 6’ > 0 und da ferner g’ > 0, weil X sonst halbrational wäre, so folgt 
s>N0. 
Also: 
In einem irrationalen Körper ist die Zahl ö eines jeden Büschels nicht negatıv. 
Ist ö, der Wert von ö bei einfachster Stellendefinition, und ö der Wert für dasselbe 


Büschel bei irgendeiner anderen Stellendefinition, so ist ö= ö, + o, wo o die Zahl der 
vorhandenen ausgezeichneten Primteiler ist. Da ö, 20, so ist 


620. 
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Die dreigliedrigen 
Berührungstransformationsgruppen der Ebene, 
welche keine Invariante erster Ordnung besitzen. 1. 


Von Walter Neumer ın Worms. 


Vorbemerkung. 


Die vorliegende Abhandlung bildet eine Ergänzung zu einer früheren Arbeit!). 
Sie behandelt ın der Hauptsache eine gewisse Kategorie von dreigliedrigen Berührungs- 
transformationsgruppen der Ebene, nämlich diejenigen, denen gegenüber keine Funktion 
I(x, y, y') invariant bleibt. Diese Gruppen besitzen die bemerkenswerte Eigenschaft, 
daß sie, abgesehen von konstanten Faktoren, oo! Bogenelemente 

Kr, yy)dr+vla,y,y)dy (dy— ydı= 0) 

invariant lassen. Zu der genannten Kategorie von G, gehören u. a. auch die G,, welche 
mit der projektiven G, eines Kegelschnittes, d. h. der G, eines nichteuklidischen Kegel- 
schnitt-Bogenelementes ähnlich sind, ferner die mit der G, der euklidischen Bewegungen 
ähnlichen Gruppen. Diese beiden wichtigen Gruppentypen und ıhre invarıanten Bogen- 
elemente erscheinen somit hier in einem allgemeineren Zusammenhange. 


Erster Abschnitt. 
Die für alle dreigliedrigen ebenen Berührungstransformationsgruppen ohne Invariante 
erster Ordnung gemeinsame Form der Definitionsgleichungen, durch welche sie als Unter- 
gruppen einer mit der projektiven G, ähnlichen Gruppe dargestellt werden. 


$ 1. Einiges über das Rechnen mit Berührungstransformationen. 
1. Nach Gasiorowski?) bedienen wir uns der folgenden Operationen (Op.n) be- 
züglich einer Funktion f(x, y, y'): 


(1) feheshtyt, Wehen Almhehn 
so daß das vollständige Differential d/ so geschrieben werden kann: 
(1') df = fidx + fady’ + Is(dy — ya). 
Schreiben wir (),= 1, Wj = 1,2, 3), dann gilt die Beziehung 
(2) fs = fe fa = (%9ı), 


welche es ermöglicht, daß man bereits mit den zwei Op.n Ö,, 0, allein auskommt. Die Op. 
engl .ol=l, 2) bezeichnen wir als eine Op. s-ter Stufe. Unter der Op. nullter 


1) W. Neumer, Die allgemeinste mit der projektiven G, der Ebene ähnliche Gruppe von Berührungstransfor- 
mationen, dieses Journal 173 (1935). 
2) Gasiorowski, Über die Definitionsgleichungen der endlichen kontinuierlichen Berührungstransformations- 
gruppen der Ebene, Dissertation Gießen = Prace matematyezno-fizyezne 26 (1914). 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 18 
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Stufe /, wollen wir die Funktion f selber verstehen. Die vier Op.n 2. Stufe fj1, fıa» Far» fo 
sind voneinander unabhängig, während zwischen den Op.n 3. Stufe von / die Beziehungen 


(3) fıs = Iaı» las = Isa 
oder, wegen (2), 
(4) 2fıaı =. fııe + fauı» Afzıa —. ası + fı2e 


stattfinden. Überhaupt hat man zwischen den Op.n s-ter Stufe u (s 2 3) immer eine 


Reihe von Relationen, welche wir die 0- Relationen nennen wollen. Die Relationen zwischen 
den Op.n s-ter Stufe, d. h. die 0-Relationen s-ter Stufe gewinnt man aus den O-Relationen 
(s — 1)-ter Stufe durch Ausführung der Op.n ©,, ©, sowie durch Substitution von f,, f, 
an die Stelle von f. Indessen sind die so gewonnenen Relationen nicht unabhängig von- 
einander?). Man erkennt unmittelbar die Gleichberechtigung der Indizes 1,2 in den 
c-Relationen. 

Die Op.n 0,, ©, eignen sich ohne weiteres auch zur Behandlung von Systemen 
partieller Differentialgleichungen (Diffgl.n), wozu nur bemerkt sei, daß dann die Inte- 
grabilitätsbedingungen (Int.Bed.n) erhalten werden, indem man — sofern es sich um 
ein System handelt, dessen allgemeinste Lösung nur von endlich vielen Konstanten abhängt 
— die ©-Relationen bis einschließlich (s + 2)-ter Stufe heranzieht, vorausgesetzt, daß 
erst die Op.n s-ter Stufe der gesuchten Funktionen vermöge des Systems partieller Diffgl.n 
sämtlich durch die Op.n (s — 1)-ter und niedrigerer Stufe ausgedrückt werden können). 

2. Wir werden in der Folge vorwiegend mit Op.n der Form 


5 een een, 
arbeiten. Ist ee’= 1, dann gilt 

n ae ? Re u 

(6) == (e=1). 


Wenn a =+ ß zwei beliebige Funktionen von x, y, y’ sind, dann können die Op.n ?,, 0, u.a. 
ersetzt werden durch eines der beiden Op.n-Paare 


(7) eh Ye h=h Ph: 

(7) Feh-et,=h—Ph (= BP'=1). 
Vorerst beschäftigen wir uns mit den Op.n (7). Schreiben wir 

(8) B—aı=ou, oa=1;,ß, —,=n, 
dann folgt aus (7) 

(9) (= I) h = Bl, — A), 

(10) ha hg = wl,—Tr8.): 

(11) = but), 
während die Identitäten (4) den beiden folgenden 

an are Fann he = — lat + m ta 


Fi F apa u . (x % 2,) Pr + > ur: + Pau in Ps) A 
äquivalent sind. Vertauschung von & mit ß vertauscht die beiden Identitäten (12) mit- 


einander. 
Wollten wir die Op.n (7’) betrachten, so würden wir die den Relationen (9) bis (12) 


entsprechenden mittels der Substitution 
(13) S = (6,95) (aa) (BR) (aa = BP'= 1) 


erhalten, welche (7) und (7’) ineinander überführt. 


3) A.a.0. 2), 81. 
*) A.a.0O. ?), Theorem 1. 











1 





nm 
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3. Die Transformation (Trf.) der drei Veränderlichen x, y, y' 
(14) = X, y,y)),y= Ya, y,y'), 4’ = Plz, y, y') 
ist bekanntlich eine Berührungstransformation (B.T.), sobald es einen Faktor 
Az,y,y) +0 
gibt, so daß die Identität 


(14’) dy — y’dr = Aldy — y’d«) 
stattfindet. Wegen (1) liefert (14’): 
(15) ART = X Bd — LP. 


Die Diff.gl.n (15a) bestimmen oo! Lösungen Y + const., wenn die folgenden Int.Bed.n 
erfüllt sind’): 
(16) A,Pıı + XP + 2P,Azı - PzAy r PX r 2A, Pa; 
A Pa+ AgPyı + 2P, X, = PA + PaAyı + 2X, Pı2- 
Bei Vertauschung von O0,, ©, gehen die beiden Relationen (16) ineinander über (weil das 
gleiche für die Relationen (4) und (15a) zutrifft, aus denen sie hergeleitet sind). Ferner 
vertauscht sich in jeder Gleichung (16) die rechte mit der linken Seite, wenn X mit ? 
vertauscht wird. Der innere Grund für diese Gleichberechtigung von X und P liegt in 
folgendem Umstande: Läßt man auf die B.T. (14) die Dualität 

(17) i=y, = u —), = L 
folgen, dann erhält man die B.T. 

(18) £= P(x, y, y'), = Y(z, Y, y') =XP—Y, y = X(x, y, y'); 
für welche die Beziehungen gelten müssen, welche sich aus (16) durch Vertauschung 
von X, P ergeben. 

Schreiben wir in Analogie zu (1) 

(19) al Fa f, + y'fo ehrt min h 
dann gelten wegen (14’) und (1’) die Trf.s-Formeln 

20) he lPh—Phh Mag Kht Ki) 
Sie bleiben einzeln erhalten, wenn ©,, ©, vertauscht werden; sie wechseln ihre Plätze bei 
gleichzeitiger Vertauschung von X mit P und ©; mit Or. 

4. Setzen wir bezüglich der allgemeinsten B.T. (14) 


BR: _Äı >... 
(21) o— p,’ = X, (P,= X, =0), 
dann stellen die beiden Diffgl.n 
(22) yYtalazyy)=0, yUt+hayy) 0 


das allgemeinste Paar gewöhnlicher Diffgl.n 2. O. dar, welches durch B.T. in das Paar 
y'=0, y’’= oo verwandelt werden kann®). Die Diffgl.n (22) gestatten daher eine G, 
von B.T.n der Ebene, die allgemeinste mit der projektiven (proj.n) G, der Ebene ähn- 
liche B.T.s-Gruppe, welche in der Folge mit $9,(x, ß) = 9g(ß, x) bezeichnet wird’). 
Die Funktionen «, ß befriedigen also die beiden charakteristischen Diff.gl.n, welche in 
der unter t) angeführten Abhandlung hergeleitet sind und sich mittels der Abkürzungen 





(23) x = WW. — 2005, x = 30h — sf, 
folgendermaßen darstellen®): 

6) A.a.0. 2), $4. 

6) A.a.0.}), (44°). 

”) A.a.0.), 83, 8. 

°) A.a.0.), (95), (96); die dort auftretende Größe N ist in den Formeln (23), (24) des Textes vermieden, 
daN=N,+ö,. 











18* 
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M.+ 683 +, M +3, A=0, 


) 
(4) In — EM, + Mu + 30) EA, + EA +) — 5,M= 0. 








Das System (24) muß natürlich bei Vertauschung von & mit ß reproduziert werden. 
Zwei Diffgl.n (22) bzw. zwei Größen x, ß, welche durch die Beziehungen (24) ver- 
knüpft sind, wollen wir zueinander polar nennen. 
Mit Rücksicht auf (10) und (21) folgt aus (15b) und (9) 


(25) (a) A=— wX,P; (b) X, = wX,, PP =— vwP,. 
Die Trf.s-Formeln (20) lauten jetzt vermöge (25a) und (10): 


e 4 j 
on ae ee 3 


Bei Ausübung der formalen Substitution 
(27) (XP) (80) (&ß) 


tauschen die beiden Gleichungen der Gleichungspaare (26), (21), (25b) ihre Plätze aus, 
während A in — A übergeht. 
Ersetzt man in (12) f durch P bzw. X, dann kommt wegen (21), (11), (25b) 
(a) Posa = @(n + ©) Poa + WE + Kap — pa — wr(n + w.)) Ps, 
(28) 2 P gap — Pop = o(r — 8) Po E= [21 6,7) + PxB — Pax — on(n + ©3)) P; 
(a*) Aypp = @(n + wg) Aug + wg + Bag — Ppa — Wr + ©)) As, 
2X oa — Ausg = W(n + ©.) Xap + NE + Kap — Ada — nr + ©,)) Aa: 
(28 a*) findet man aus (28a) mittels der Substitution (27). 
Die Relationen (16) lassen sich in die Form 


2Ppa , Aa 
BR X 
bringen, am einfachsten, indem man die Größe Y in (12) einsetzt und die mit (15a) 
gleichbedeutenden Relationen 


(30) Y„= PX. Y,=® 
berücksichtigt. Dabei braucht etwa nur die erste Relation (29) ausgerechnet zu werden, 
worauf die zweite sich mittels der Substitution (27) sofort hinschreiben läßt (wegen der 
Symmetrie der Gleichungen (16) bezüglich X, P). 

‘5. Wenn wir die Op.n (7’) verwenden, dann können wir die den Relationen der 
vorangehenden Ziffer entsprechenden bzw. gleichwertigen einfach hinschreiben, indem 
wir die Substitution (13) vornehmen. Hinsichtlich der Gleichungen (21), (25b), (26), 
(28), (29) liegt dies auf der Hand, ebenso, daß SA = — A wird. Bezüglich der Relatio- 
nen (24) ist zu bedenken, daß diese für alle Größen x, 5 der Form (21) charakteristisch 
sind, wo X, P den Diff.gl.n (16) genügen. Folglich müssen für die reziproken Größen a’, ß' 


_P2 a„_Äo 
(31) m P,’ ß ; 5 


welche sich von x, ß ın (21) durch Vertauschung von £,, €, unterscheiden, wegen der 
Indizes-Symmetrie in den Relationen (16) und in den £-Relationen solche Beziehungen 
gelten, wie sie aus (24) hervorgehen, wenn dort a’, ß’, ©,, ©, anstatt x, ß, ©,, 0, geschrieben 
wird. (Zu dieser Ziffer vgl. unten Satz 4.) 








(29) = + ea + au, — öl + 0, = 0 


(PF=X"=0), 


$ 2. Die allgemeine Form der Definitionsgleiehungen der Gruppen G?. 
Die G, von B.T.n der Ebene ohne Differential-Invariante (Diffinv.e) 1. O. I(x, y, y') 


besitzen naturgemäß eine Diffinv.e 2.0. /”(x, y, y’, y'’). Daraus nehmen wir den Anlaß, 
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diese G, in der Folge kurz mit G5 zu bezeichnen. Jede Gruppe G3 wird definiert durch 
ein System von vier Diffgl.n 


1] ij 1] Eu j 
(32) im 7) M, + 1% M, + H M (j=1,2 
für die charakteristische Funktion (ch. Fu.) M(x, y, y’) ihrer allgemeinen infinitesimalen 


U] 
k 
Koeffizienten verstanden. Diese Behauptung läßt sich leicht erschließen aus dem 
Satz 1. Die B.T.s-Gruppen der Ebene, welche eine Diffinv.e 1.0. I(x, y,y') be- 
sitzen, sind die Gruppen, unter deren Definitionsgleichungen (Defgl.n) eine von erster Stufe 


vorkommt. 
Bei eingliedrigen Gruppen ist dieser Satz trivial. Ferner liefert die Forderung, 


daß die Funktion /(x, y, y’) die inf. B.T. U(x, y, y') gestatten solle, eine Defgl. 1. Stufe 
für U. 

Ist andererseits unter den Defgl.n einer mehr als eingliedrigen Gruppe eine von 
1. Stufe vorhanden, etwa der Form 


(33) Un =eU,+ WU, 
dann muß die Gleichung (33) gegenüber der Gruppe invariant (inv.) bleiben; dabei bleibt 


dann auch die zu der Gleichung (33) kovariante®) Diffgl. y’’ + e= 0 gegenüber der 
Gruppe inv. Die Invarianzbedingung 


Transformation (inf. Trf.); unter den Zeichen ( sind gewisse von x, y, y' abhängige 


(34) — U tEeUa+ U) lg + 310; — 50, — 8U = 0 
der Difigl. y’ + e= 0 gegenüber der inf. B.T. U liefert vermöge (33) die Beziehung 
(35) „= Ev, — VE — 89 — £5, 


welche notwendig und hinreichend dafür ist, daß durch (33) die unendliche Gruppe einer 
Inv.n /(x, y, y') definiert wird!%). Damit ist der Satz 1 bewiesen. 
Die notwendigen und hinreichenden Beziehungen, welche zwischen den Koeffi- 


zienten (7) bestehen müssen, damit (32) eine G, definiert, sind erstens die Int.Bed.n 


und zweitens die Relationen, welche der Forderung entspringen, daß zugleich mit U, V 
auch der Klammerausdruck !!) 

(36) {UV =W=U,V,— V,U,— (UV, — VU,) 
eine Lösung von (32) darstelle. Verstehen wir unter ++» 2, und J,,- +, J, irgend 
zwei Komplexionen der Indizes 0, 1, 2,3, x, ß u. dgl., dann läßt sich der Ausdruck (36) 
mit Hilfe der Abkürzung 

(37) cc re ur rierrs 


so schreiben 

(38) {UV =W = (2,1) — (0,3). 
Vermöge (32) werden sämtliche Op.n von W lineare homogene Ausdrücke in (2,1), (0,1), 
(0, 2). Setzen wir dementsprechend 


(39) Wijerete . Uni) (R, Y; y') (2,1) + ui, Y; y') (0, 1) 7 ui. lX, Y, y') (0,2)?2), 
») A.a.0. 1), $3, 2; $4, 2. 
10) A.a.0.!), $4,2 (s. auch unten $ 10). 
1) A.a.0. 2), Satz 5. 
12) Die Schreibweise h;) dient zur Unterscheidung von der Op. f,;. 
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dann besitzt der Rang der Determinante 


nV) „2 7„() 
‚u, U, Un) 
— 19) „®2 „() 
(40) D= u) u) u), (u 
(0) 772) „(1 
us) us us) 


w=1) 








die folgende, ihrer Natur nach gegenüber der allgemeinsten B.T. invariante Bedeutung: 


Satz2. Die Derivierte?®) der durch (32) definierten G3 ist r-gliedrig, wenn r der Rang 
der Determinante (40) ist (r > 0). 

Denn es bestehen ja genau 3—r lineare homogene Gleichungen zwischen 

W,W,,W;, 
d.h. r unter diesen Op.n bleiben unabhängig. 

Ist I” (x, y, y’,y'') die Diffinv.e 2.0. der G5 (32), dann werden die o! inv.n 
Diffgl.n 2. O. der G5 durch 7” = const. repräsentiert. Denken wir sie uns in der Form 
y" + e(z,y, y') = 0, dann liefert die Invarianzbedingung (34) vermöge (32) die folgen- 
den drei Difigl.n 


an vn +) u DH). 1 (2) -((3) r 2))e+ n} 
(2) 02) Be 


zur Bestimmung von e; ihre Integrabilität muß auf Grund der Relationen zwischen den 


(41) 


H sichergestellt sein. 


$ 3. Über die verschiedenen Typen von Gruppen G}. 


Um die verschiedenen Typen von G3 zu charakterisieren, könnte man daran denken, 
die einzelnen gegenüber der allgemeinsten B.T. inv.n Möglichkeiten aufzusuchen, welche 
für die Realisierung der notwendigen und hinreichenden Relationen bestehen, denen die 
| \\ genügen müssen, damit (32) eine G, definiert. Wir verzichten jedoch wegen der 
Umständlichkeit der erforderlichen Rechnungen auf ein solches Verfahren und gehen von 
vornherein von den kanonischen Vertretern aus, welche Lie für die in Rede stehenden 
Gruppentypen angegeben hat. 

Da jede G5 oo! Diffgl.n 2. O. inv. läßt, kann sie durch geeignete B.T. in eine pro- 
jektive (proj.e) Gruppe übergeführt werden); unter ihren durch (41) bestimmten 
inv.n Diffgl.n y”-+ e = 0 gibt es daher wenigstens ein polares Paar (22), welches eine 


Obergruppe $,(x, ß) der G5 bestimmt. 

Nach Lie ist jede proj.eGy proj. gleichberechtigt mit einer der folgenden Gruppen ®): 
(a) p + 2q, zp + 2yg, (2 — y)p + zyq (0°) (b) yp, xp — yq, xq (ot) 
(c) p, q, axp + byg(a # b) (00%) (c*) g, 2q, (b — a)xp + byg(a =F b) (oo?) 
(d) q,p + xq, z2p + 2yg (®®) (e) xp, q, yq (°°) 
(f) P,9, 2p + (2 + y)g (ot) (f*) q,. 29, p + yg(oot) (8) P, 9, 2q (P). 


(42) 


p, q bedeuten dabei die partiellen Ableitungen A 5 Zu jeder Gruppe der Tabelle (42) ist 
in Klammern die Anzahl der mit ihr proj. gleichberechtigten angegeben. 


13) Wenn die endlich oder unendlich vielen inf. Trf.n ..., Xf,..., Yf,... eine Gruppe in n Veränderlichen 
erzeugen, dann erzeugen die inf. Trf.n (XY) insgesamt eine Untergruppe, die sog. (erste) Derivierte der Gruppe. 

14) Ljie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Abschn. 3, Kap. 4, $19, Satz 1. 

15) A,a,O. 14), Abschn. 3, Tabelle S. 106/107. 
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(42a) ist die proj.e G, des Kegelschnittes x? — 2y = 0, (42b) die Derivierte der 
proj.n G4 

(43) yp, 2p — 9, 29; xp + yq, 
der proj.n Gruppe des Nullpunktes und der unendlich fernen Geraden. (42g) ist die 
Derivierte der G, 

(44) P, 9, 29; 2P, yq, 
der proj.n Gruppe des Linienelementes, welches von der unendlich fernen Geraden und 
dem unendlich fernen Punkte der y-Achse gebildet wird. 

Die Gruppen (42c,c*) und (421, f*) sind zueinander dualistisch (z. B. durch die 
Dualität (17)); die übrigen Gruppen (42) sind zu sich selber dualistisch. 

Die einzigen Gruppen (42) mit dreigliedriger Derivierter sind die Gruppen (42a, b). 
Diese Gruppen sind miteinander ähnlich. Zunächst verwandelt die Punkt-Trf. (P.T.) 





(45) z=2+VYR—%y Y=r—Yr—2y 
die Gruppe (42a) in 
(45°) P+q, zp+yg, Ia®p-+yYg). 
Die Gruppe (45’) geht dann vermöge der B.T. 
ayy — 2VayWd ei) | 
a) a, Eur, „rt Wr, 
= da V2e— yVy' 
wo c eine beliebige Konstante, in die Gruppe 
(46‘) pP, pP +3yg, d(2?p + ıya) 
über!®), welche ihrerseits durch die proj.e Trf. 
L 1 
47 - un 
(#/) =, 9, 


in die Gruppe 
(47°) yP, 329 —Ha), —37T4, 
also in die Gruppe (42b) übergeführt wird. Die inf. Trf.n (42a), (45), (46’), (47) ent- 


sprechen einander in der angegebenen Reihenfolge. Die zu (46) inversen Gleichungen 
lauten 





- y” ir _ N" _ „W422 
(48) ET Le v3: un” — 202’ Y  (yy’ — 202)? ' 
Die mit (42a), also auch mit (42b) ähnlichen B.T.s-Gruppen bezeichnen wir in der Folge 
mit 9,. 


Bezüglich jeder Gruppe (42c) geht vermöge der proj.n Trf. <= y, y = x das Ver- 
hältnis a: b in seinen reziproken Wert über. Ebenso sind natürlich zwei Gruppen (42c*) 
mit reziproken Parametern a: b proj. gleichberechtigt. Setzen wir daher 


Di a RL b_ 2_1 
+-=2%, dh -=ce+V®-I —=erVe-1, 


dann können wir dem Wert ce den Typus aller mit derjenigen Gruppe (42c) ähnlichen B.T.s- 
Gruppen zuordnen, für welche a: b einen der Werte (49) hat. Dementsprechend wollen 


wir mit 93 die Gruppen bezeichnen, welche diesem Typus angehören. Wegen a =+ b 
ist der Wert e=1 auszuschließen. Wir zeigen, daß zwei 9, und 93 nur dann ähnlich 
sind, wenn c = 6. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daß eine 9, genau zwei inv.e inf. Trf.n 


(49) 


16) Vgl. a.a.O. !*), Abschn. 2, Kap. 18, $79, S. 312/3. 
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enthält; bei den Gruppen (42c) sind dies für jeden Wert von c die inf. Trf.n p und g. 
In den Fällen e + ® erzeugen sie die zweigliedrige Derivierte der 9(c + ©). Die Deri- 
vierte einer 4, hingegen ist eingliedrig und wird demnach von der einen inv.n inf. Trf. 
erzeugt; die andere ist die kommutable inf. B.T. der 93 (s. $4, Anfang). Soll nun die 
B.T. (14) die beiden 93, 95 mit den ch. Fu.n 
(50) y', 1, ary' — by; y', 1, ar) — by 

ineinander überführen, dann müssen die beiden inv.n inf. Trf.n y’, 1 in dieser Reihenfolge 
entweder in y’, 1 oder in 1,’ übergehen. Mittels der Beziehung 


(51) Mr,y,9') = AM(a, y, y“), 
welche zwischen den ch. Fu.n zweier durch die B.T. (14) auseinander hervorgehenden 
inf. B.T.n stattfindet, ergibt sich unter Berücksichtigung von (15) und (16), daß dement- 


sprechend entweder a:b=a :bodera:b=b:ä sein muß. Damit ist der Nachweis 


c—= 6 für ähnliche Gruppen 9%, 93 erbracht. 


Die Gruppen (42 d) und (42e) gehören zu den Typen gi und 43 ; denn bei Aus- 
übung der Trf.n 

(52) a)r=ny=y—}ı (b)r=lgn,y=y 
verwandeln sich (42 d) und (42e) in q,P, zP + 2yq und p, q,yq, d.h. in die Gruppen 
(42c) mita:b=1:2 unda:b=0:1. 

Schließlich können wir uns leicht überzeugen, daß die Gruppen (42f,g) weder 
untereinander ähnlich sind noch einem der Typen 9,8 angehören. Wir bezeichnen 
die mit (42g) bzw. (42f) ähnlichen B.T.s-Gruppen mit 9, bzw. 9,. Anhand der 
Gruppen (42 g, f) erkennen wir sofort, daß im Unterschied zu den 9; die Gruppen %, 
und 5, nur je eine inv.e inf. Trf. enthalten. Die Derivierte einer 6, ist zwei-, die einer 
G, eingliedrig. 

Die Kategorie der Gruppen G, wird somit gebildet durch die drei Typen 9,;, 9,, 5; 
und die oo! Typen 93. 


$ 4. Die Definitionsgleichungen der projektiven G}. 
Zu jeder G3 gibt es eine inf. B.T., welche mit allen inf. Trf.n der Gz vertauschbar 


ist; wir wollen sie die kommutable inf. Trf. der G3 nennen. Die kommutablen inf. Trf.n 
der Gruppen (42b,g,c,f) sind in dieser Reihenfolge: xp + yg,g und die inf. B.T.n 
b 


mit den ch. Fu.n y’b—, ev, Ist die G3 durch ihre Defgl.n (32) gegeben und soll die 


inf. B.T. € mit allen inf. B.T.n M der G5 vertauschbar, d.h. {QM} = 0 sein vermöge 
(32), dann bestehen die Beziehungen 


(7) = 180, = — 


(7) ui (7) = — (log Q), = 91 # Pen ri = (log Q);, = — 93, 


wobei @ bis auf eine additive Konstante bestimmt ist. Die Int. Bed.n zu (53) sind not- 


(53) 


wendigerweise eine Folge der Relationen zwischen den (7). Es wird also 


(54) (a)Q=er (b) M;=—goM, + 9M.— Y3M. 














17) A.a.0. 14), Abschn. 2, Kap. 15, $69, Theorem 45. 














T1- 


rf. 
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Die Beziehungen (53) in Verbindung mit (41) gestatten den Nachweis, daß alle 
proj.n G3 durch Gleichungen der Form 
Hu = 0 Ma = — 0%M, + 0,M, — 0o.M 
k b 12 2 1 | ] 2 3 ’ 
en (a) Ma = 0 (b) M,, = %5M, — ı,M, + 7,M 


definiert werden. Die Gleichungen (55 a) definieren nämlich die proj.e 9, selber, so daß 


wir für proj.e Gruppen (32) einfach 5) =V (i=1,2;k=1,2,0) zu setzen haben. 


? 


(41) liefert bei dieser Vereinfachung 


(12) a 2) = — (lege), = — 9, (7) N 5) = (log ©), = 5, 


/ 


(56) 


wo g wieder bis auf eine additive Konstante bestimmt sein muß. (53) und (56) zusammen 
führen auf die Diffgl.n (55 b), wenn 

(57) a) o=o+r (b))ya=rTr—o 
gesetzt wird. Aus (56) folgt dann 

(58) et ne, 
wo a eine willkürliche Konstante; durch (58) werden alle inv.n Diffgl.n 2.0. y’" + e = 0 
der Gruppe (55) geliefert. 

Umgekehrt wird die größte proj.e Gruppe der oo! Diffgl.n (58) definiert durch 
(55 a) und 

(58°) Ma+ Mya= 9M,— 9 NM; + 95M. 


Ferner erzeugen die inf. Trf.n, welche mit der inf. Trf. (54 a) vertauschbar sind, wegen 
der Jacobischen Identität eine durch (54 b) definierte unendliche Gruppe. Mithin defi- 
niert das System (55 a), (54 b), (58°) oder, w..d. i., das System (55) die größte (proj.e) Gruppe, 
welche die oo! Difjgl.n (58) inv. läßt, und deren inf. Trf.n mit der inf. Trf. (54 a) ver- 
tauschbar sind. 

Bezüglich der Größen o, r wollen wir jetzt die dafür notwendigen und hinreichenden 
Relationen herleiten, daß das System (55) eine dreigliedrige Gruppe definiert (welche 
dann eine G5 sein muß). Auf Grund der vorangehenden Bemerkung müssen diese Rela- 
tionen gleichbedeutend mit den Int. Bed.n sein, zu deren Berechnung wir die ©-Rela- 
tionen 3. und A. Stufe heranziehen müssen; die Identitäten (4) lauten für / = M wegen 
(55 a): 

(59) My, = 2M a1, Mi = 2Mgıe- 


Von den ö-Relationen 4. Stufe sind sieben unabhängig 1%); außer den vier Identitäten, 
welche durch Ausübung der Op.n £,, ©, auf die Identitäten (4) hervorgehen, sind dies 
die drei folgenden 

(60) Fine + fıen = a faası + Far = Iasın Fıazı = Fauıe- 
Für /= M wird (60): 


(61) Mau=-9, MNya=0, Mas Mas 
Aus (59) resultieren die Int. Bed.n 
(62) a) ı th Kk=tr (= 137) 
(a) »=oY yı=ay (Yy= 03%) 
(63) =, +1... 9-2 +9. 





18) A.a.0. 2), $1. 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 19 
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Wir brauchen nur etwa (62a) zu errechnen, (62 a*) können wir dann mittels der das 
System (55) reproduzierenden Substitution 


(64) (0,05) (or) 
— welche formal dieselbe Wirkung hervorbringt wie die Dualität (17) — ohne weiteres 
hinschreiben. Die dritte, in Klammern gesetzte Gleichung (62 a) bzw. (62 a*) ist eine 
Folge der beiden ersten Gleichungen (62 a) bzw. (62 a*). 

Die Identität (611) !?) liefert die weiteren Bedingungen 
27,0, —- tu Ftai=0, 99 — 2701 — Orte + ou —=0, 

13 — tg + Tl 20, +o)=0, 

aus denen wir mittels der Substitution (64) die von der Identität (612) gelieferten Rela- 
tionen gewinnen: 


FRRER oO — 
(65) 111 


Tage — 20T ug + nn —=(, Ta — 20,79 — 0, + 0,5, = 0, 
Too — 1u05 + 05, — 279 + 9)—= 0. 
Die Identität (613) endlich — von der man nur etwa die linke Seite auszurechnen braucht, 
weil sich die rechte von ihr durch die Substitution (64) unterscheidet — führt zu den 
Beziehungen 
Oy2 + Tee — (0, + 7) (O9, + Tja) — 0909 — Tıtg + rl, + 7)=0, 
(66) Ta + 9 — (0 + Tr) (Oz + Te) — Tara — 090, + 9 + )—= 0, 
(O3 + Tja)s — 09013 — Tıtgg — (03 + 73) (05, + Te) + 9,5; + u, —= 0. 
Die Relationen (65) bis (66) können wesentlich vereinfacht werden, wenn wir 
die weiteren Abkürzungen 


A= 91-9 B=9a2—-P (pP 5.(57a)), 
T=0,+ Te — 0,09 — 20,7, — Tırz 


(65*) 


(67) 


einführen. Wegen (62) wird nun 
A=— (y,+Hl, B=- (+), 


= — 209 + 0,1 — 0,9 = — 27, + 19 — TıTa 
u 1° 1 1 1 1 . 
(7) Az) -z (nz) B(z) = (a2), 


wenn definiert wird 


(68) Ala)=A-+ays, Bla)=B+ ay, IMKa)=T+tayy, 


(67°) 














unter a eine beliebige Konstante verstanden. Die Relationen (651,2) und (65*ı,2) können 
jetzt wegen (62) dıe Form erhalten 

(a) AA—2r,A=0, A—2,A=0 (A—21,A=() 

(a*) BB— 20,B=(, B,—20,B=0 (B,—20,B=0)' 


Unter der Voraussetzung von (62) bestehen ferner die Identitäten 


(69) 





(69') A,+%,A=T,+0of, B+trB=TN,+zfF. 
Die beiden — sich nur durch die Substitutionen (64) unterscheidenden — Relationen 
(661,2) werden dann zu 

(70) vr —yB=0, ıF— yA=d. 











Wegen (70) können die Identitäten (69’) auch so geschrieben werden 
(71) A—2,A=T,— gl, B—-2,B=N,—p;f, 


19) Unter (611) verstehen wir die erste der Identitäten (61). Auf diese Weise werden wir auch in der Folge 
die einzelnen Gleichungen eines mit einer Gesamtnummer bezeichneten Gleichungssystems hervorheben. 











es 
1e 
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so daß nach (69) die Diffgl.n erfüllt sind 

(72) N, — op, =0, R,—9l=0 (N of=0). 
Eine einfache Rechnung zeigt schließlich, daß die Gleichungen (653), (65*s), (665) eine 
Folge von (62) und (69) bis (72) werden. Die Int. Bed.n zu (55) finden sich also durch 
(62), (70), (69) repräsentiert. 

Die Difigl.n (62), (69), (72) lassen sich einmal integrieren: 


(73) ey ey yy eFA=A,eB=B,;eT=rT 


0)? 0)? 0)? 
unter Xoy Yoy Ay Boy» p Konstanten verstanden. Die Gleichung (735) ist dabei eine 
Folge von (731-4) und (70). Auf Grund der Gleichungen (70) finden zwischen den Kon- 
stanten in (73) die Beziehungen statt: 





(74) Yo) T — %oBo, = 0, Ko) pr — Yaylo) —=(. 











Definieren wir analog zu (68) 
(75) A,,(a) = Av, + ax. B,,(@) =B,+ am. Ile) = TI, + AXyyYoy: 


dann folgt aus (73) 

(76) e=®"A(a) = A,,(a), e””’B(a) = B,,(a), e*T(a) = T,,(a). 

Drücken wir in (62) die zweistufigen Op.n von r durch r,, 7, und die Op.n 1. und 
2. Stufe von o aus, dann lassen sich mit Hilfe der ©-Relationen (4) für/f=ound/=r 
und der Beziehungen (70), (69) sämtliche Op.n 3. Stufe von o durch die Op.n niedrigerer 
Stufe von o, r darstellen: 














O1 = — 20,0, + TA), O1 = — 2(0,018 + Ta), 
(77) O9 = 0g(0,5 + 4B(+)), O9 = 0905, + Ac,B(}), 
91 = —4YyA, 09a = —4xB. 
Die Identitäten (601,2) ziehen für f = o die Relationen nach sich 
(78) Ar) = 0, BFQ) = 0. 











Man gewinnt natürlich aus (77) durch die Substitution (64) die entsprechenden 
Relationen für r; es folgt daraus, daß 

(79) 0211 = Taın I122 — Tjae- 
Die Systeme (78) und (79) ändern sich bei der Substitution (64) nicht. 

Die Determinante (40) läßt sich nach einer elementaren Umformung so darstellen 


10 0 
(80) D='o, F-A=AB—rT. 
» B-—f 


Abschließend können wir den Satz aussprechen: 

Satz. 3. Notwendig und hinreichend dafür, daß durch das System (55) eine G3 defi- 
niert werde, ist das Bestehen der Relationen (62), (70), (69), aus denen u. a. die Beziehungen 
(78) folgen. Ferner sind die Identitäten (71) eine Folge von (62) und (70). 


$5. Die für alle Untergruppen GZeiner 9,(a, 8) gültigen Definitionsgleichungen und deren 
Koeffizientenrelationen. 

1. Die in dem vorangegangenen Paragraphen entwickelten Formeln verallgemeinern 
wir, indem wir sie der allgemeinsten B.T. (14) unterwerfen. Zu dem Zweck schreiben 
wir das System (55) in einer den Variablen r, y, y’ entsprechenden Form: 

Mıı =, Mn = — 3uMı + IM — Im, 


(81) (a) Yan = 0 Mir = tn Mı — tıMır + tım. 


(b) 
19* 
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Die Größen (57 a), (63), (67) schreiben wir folgendermaßen: 


nn 


(82) 9 7 x = 2 + in Y = 2tıı + 3m; 
AP m d- Pan Pin E = San + kann — San — Bıtın — katze 

An die Stelle der Substitution (64) tritt die Substitution (Ordı)($t), welche u.a. 9 und | 
6 ungeändert läßt und %, Y sowie X, ® vertauscht. Es erübrigt sich, die Relationen 
(62), (69), (70) in ıhrer auf das System (81) bezüglichen Gestalt wiederzugeben; lediglich 
die Gleichungen (73), (54 ” und (58) wollen wir noch umschreiben: 

(3) een rYy = YA = Une #3 = B,ert = &- 

(84) (a) DQ=e*? (b) e= ad. 

Setzen wir nun den Ausdruck (51) in die Gleichungen (81) ein, so erhalten wir — 
auf Grund von (26), (29), (25), (28) und (11) — der Reihe nach die Diffgl.n: 


(a) Ma + 0% M« +0: M=0, Ma-+ PM; + PM = 0 
(b) M. = — 0gMa + (0a — %) Ma + (wo; — %;)M, 
Mga = (18 — Pg) M&a— u M; — (wor; + P)M, 
worin o, r folgendermaßen von 3,t abhängen: 

(5) o=8+log(—-oP)=8+logP,„ rt=t-+log(wX,)=t+logX,. 
(85 a) definiert die 6,(x, $). In den Gleichungspaaren (85 a, b), (85’) unterscheiden sich, 
wie leicht zu begründen, die einzelnen Gleichungen durch die Substitution 

(86) 5 = (aß) (ot) (OrCn) (St) (AP). 
Bezeichnen wir jetzt mit @, x, y, A, B, T die Größen 
go=0o+r+logvo; y=23,+7r+ Re y_= ++ 09 — Ps; 
A= pa ut m9fa—Rı BE Ya th — 
"= 09% + Top — 0.08 — 20, a — Tate + (Pa — Wwg) 0, — 

— WI — W9gTa + (A — WW.)TE + D(Pag — Ka) — 20? WW — Kg fs , 

dann finden wir auf Grund von (85’), (26), (29), (28) die Trf.s-Formeln 

(88) = e+ log; 2= Aa v= Pop; 

A=X,U B=PRB T= X,Pe. 

Zwischen den in (87) und (88) auftretenden Größen finden die Beziehungen 

8) Sp =p+loeg(—1); Sy=y,Sy=y; SA=BSB=A,ST=F 
statt. Aus (88) folgt ferner 

(89) A(a) = X3Ula), Bla) = P5%la), TFla) = X,P,Ckla). 


Endlich gelangen wir von (85’), (88) aus vermöge (26) zu den Trf.s-Formeln 








0)? 








(85) 

















(87) 











a) u +0,72 = Kath u (tt logo),x= X, PA — tu?) 

(a*) y,— (0 + logo), y = PulPyr — IP), 9, — (e + logo), y = X, PB, — 3,9) 
(90) (b) & — %r + log w), u A,— %r+ logo), A= X, PU — 2% 

(b*) B,— 2%(o + 10g©),B= P(®n— 3.2), B,—%o + logo), B= X, PB, — 23,®) 


(c) —(p +logo), = X P(6,— 7,0) (c*) T,—(p +10g0), = X, PC, — Frl). 


(90a, b, c) und (90 a*, b*, c*) gehen mittels der Substitution S ineinander über. 
Denken wir uns die Relationen (62), (69), (71), (72) in der auf das System (81) 
bezüglichen Form geschrieben, so verwandeln sie sich nach (90) in die folgenden: 





(a) .—- (t+tlgo,x = %-(t+logo),x-=0 
(a*) 9,» —(o+logo),y=0, y9,— (oe +logo)y=. 


(91) 














1d 
n 
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(a) on 2(7 + log oo), A=0, A, — 2(7 + log 0), A = 0 


(92) (a*) B, FEN 2(o —- log 2); B= 0, B — 2(0 + log ©), B= 0 














(93) |A,—2(7+1l0ogw),A=T,—(P+logo),T, B,—2(0+logo),B=T,—(P+1logo),T 











(94) T,—(P+lgo),T=0, T,—(P+logo),T=0, 








während die Relationen (70) und (78) unverändert für die Größen (87) gültig bleiben. 
Die Identitäten (93) sind jetzt natürlich eine Folge von (91) und (70), während (94) 
aus (92) und (93) folgt. Die Gleichungen (83) endlich werden zu 





Yet Koy Vety— — Pay; 
oe A — Ay), o2e-?"B — Bo), ae — — U o) : 


(95) 











wobei die Konstanten xy, - . -, T,, dieselben sind wie die entsprechenden in (83): 
(9 ) %o) au Ko» Yo) = 9; A, u. A, B,, ou By: N og Q,.; 


sofern die noch unbestimmten Konstanten in o, r und 3, t gemäß der Verknüpfung durch 
(85’) gewählt werden. Daß (95) die ersten Integrale der Diffgl.n (91), (92), (94) darstellt, 
liegt auf der Hand. (95;) ist eine Folge von (951-:) und (70). Die Gleichungen (74) 
gelten jetzt auch für die Konstanten in (95). Endlich liefert (95) analog zu (76): 








(96) |w?e?"A(a) = Ayla), w?e?°B(a) = B,,(a), we trdF(a) = — Toyla) . 





Ist nun umgekehrt ein System (85) vorgelegt, bei welchem x, ß die Relationen (24) 
erfüllen, dann läßt sich eine B.T. (14) angeben, welche die Diffgl.n „’+x=0,y"+ß=0 
in y'=(,y’ = oo überführt und somit das System (85) in (81); bestehen also die 
Beziehungen (70), (91), (92) bezüglich des Systems (85), dann finden auch die Rela- 
tionen (70), (62), (69) statt, letztere in der auf das System (81) bezüglichen Form ge- 
schrieben. Folglich definiert dann nach Satz 3 das System (81) eine G3, also auch das 
System (85). Somit haben wir das Theorem: 

Theorem 1. Die Kategorie der eigentlichen B.T.s-Gruppen G3 ist dadurch charak- 
terısiert, daß deren Defgl.n in der Form (85) geschrieben werden können, wo die Größen 
x, ßP,o, r den Beziehungen (24), (70), (91), (92) genügen, unter x, y, A, B, T die Größen 
(87) verstanden. Aus den genannten Relationen folgen u. a. die Relationen (78). Die Re- 
lationen (70) und (91) ziehen die Identitäten (93) nach sich. 

2. Vermöge (91) können die Größen A, B, T, A(+), B(}) folgendermaßen umge- 
formt werden (vgl. (67’), (67”)): 





A= — (0.40%) + 00. + aa — 0, B= — (+7) + Pt + Ps — Pa; 
(97) | = Opa — 2043 — (0,08 + TG « .. MIORı? —(gz + Koß 
= Tap — pa — Tot + WRITE — BO Pa + Par- 














(97) A(}) = 4r + log OD) a — {7 + log ©)" +4 0, + 1 os, 
1 
2 


B(}) u 3(o + log 0) (0 + log ©), r u — Pz y 1 ßz- 











Die Trf.s-Formeln (88%) und (891,2) für a = ! gelten wegen (90 a, a*) offenbar auch 
dann, wenn A, B, T, A(1), B(1) von vornherein durch (97), (97’) und X, ®, €, A(4), 8(4) 
durch 


(98) A= — (A +), B= — (tum + to), 


& = rn — 23m — Sid = tınn — tn — bıtır 
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(98) AU) = 3 (tr — tr), BC) = 3 (nn — 3 Sn) 
erklärt werden. 

Nach (85’) wird jede der Größen o, r für sich transformiert; daher ist aus den be- 
züglich des Systems (81) geltenden Relationen (77) und der vorhergehenden Bemerkung 
zu entnehmen, daß auch sämtliche Op.n von o,  z. B. durch die Op.n 


(99) Oa, Op, Ta, Tg; Oxa, ap, Opa, Opp 
ausdrückbar sein müssen. Vermöge (91) können zunächst die r;;(i, j = a, ) durch die 
0; sowie x, y ausgedrückt werden. Differentiation von (962) für a = } liefert nun 


(100) B,(4) — 2(o + log ©) ,;B(4) = 0, B,(4) — 2(o + log»), B(4) = 0. 














Denken wir uns A und B(4) durch (97:1) und (972) gegeben, dann lassen sich vermöge (92 a) 
und (100) die Op.n 0, und oa (i= a, ß) als Funktionen der Op.n (99) darstellen. 
Um dıe Op. 05.. als Funktion der Op.n (99) zu erhalten, bilde man die Identität (12) 
für {= r und ersetze mittels (91) die Op.n 2. und 3. Stufe von 7 durch die Op.n von o 
und die Größen x, y. Mit Hilfe der Identität (12ı) für /= o und der Formeln (97) ge- 
langt man dann zu einer Beziehung der Form 

(101) Opan + +. )O pa + rt  - x*)+ y(*) 

— 5x +3yA=— YA, 
wo die Punkte Ausdrücke andeuten, welche lediglich von a, ß abhängen, während die 
mit % bezeichneten Koeffizienten noch x, y sowie o,, oz enthalten. Eine zu (101) analoge 
Formel (101) für die Bestimmung von 0,33 — welche wir nicht hinschreiben — erhalten 
wir mittels der Identität (122), angewandt auf /= r und /= o, unter Berücksichtigung 
von (91), (97), (972), (68). 

Es liegt auf der Hand, daß die Relationen (92 a), (100ı,2) in dieser Reihenfolge 
durch Ausübung der B.T. (14) aus (771-4) hervorgehen. Aber auch die Relationen (101), 
(101) müssen der Reihe nach vermöge der B.T. (14) aus (775,6) entstehen. So überblickt 
man leicht, daß wegen (88) aus (775) oder 3nır = — tYyX eine Relation der Form 

(102) Opa + (Joa + (Jg + = —zYA 

entspringen muß, wobei die Punkte rationale Ausdrücke in «, ß und ihren Op.n andeuten; 
denn die Trf.s-Größen X, P müssen ja mittels (21), (28), (29) aus (102) entfernt werden 
können. Die Relationen (101) und (102) sind indessen mit Notwendigkeit identisch, was, 
da die linke Seite von (102) die Größen x, y nicht enthält, nur dadurch möglich wird, 
daß die Koeffizienten * in (101) verschwinden. Man braucht demnach bei der Aus- 
rechnung der linken Seite von (101) die mit x, y behafteten Glieder gar nicht zu berück- 
sichtigen. Das Gleiche gilt für die Relation (101). Wir gewinnen so die beiden folgenden 
Relationen zur Bestimmung von Ogs. und Gyag: 


(103) 2, = —4yA, 2, = —1xB 


27 0 9 Ant Hans Bra an + al FEAT Ben) 
Te Rn Op — on{r + o,))(o, +3, —3%,) 
(103°) | 2,, = (0, — 30) + 3 Aßzus — Pop) — Or + w, .— 3) + aß) 
— or, +Pf,— "a on + w,))(0, — 3%, N 1ß,); 
o=0+!4logw. 


























Mittels der Substitution S bekommt man aus (100) und (103) die entsprechenden 
Relationen bezüglich r: 


(104) [A,(4) — 2(7 + log ®),A(4) = 0, A,(4) — 2(7 + log ©),A(4) = 0 




















)e- 
ng 


lie 
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(105) T,=—4%xB, Ty = —}yA 
T, Pe (7, +3 %, )a9 + 5( Pos — & 2P, 25) zur or 7 o,)((T, 7 3 X); . ; Ps.) 
— on, + Pa Pan — werk + oT, +40, —3ß,), 
(105’) T,, zu (T, 15, + (2%, ;, — 0) wlr + or, -3ß.). + 40,,) 
— aa + ud, — Our + oT, —142. +1,35 
= r+1!log (— o). 











Aus (103) und (105) ist zu ersehen, daß 
(106) Ta) — 2), T, — 25). 














Die Größen 2;, T;, (£= 1,2) sind weitere Diff. Inv.n des Systems (85) gegenüber be- 
liebigen B.T.n; da nämlich die Relationen (103) der Reihe nach aus (775,6) vermöge der 
B.T. (14) hervorgehen, müssen die Trf.s-Formeln 


(107) 2, = Ta = XaPs3mnı = XP stanı, 2, = I,= X,P53ıuu — X,Petınu 
gelten. 


3. Wollen wir das System (85) in die Form (32) bringen, dann liefert eine kleine 
Rechnung die Defgl.n 


Ma = o|(t — 0,)M, — (1 — 0) My, + (73 — 0;)M], 

M „= vl (ar, — B0,) M,— (at, — ßo,)M; + (xT3 — Po;) M], 

(108) | M,, = w[ (Pr, — a0, + Rt — (Pt, — 00, + ©)M;, + (Pr — 90, + @,)M |], 
M 1 = »[(aPßltg — 05) + XP — Pax) M, — (aßltı — 0,) 

+ aß, — Ba,)M, + (aßlts— 03) + aßz — Bx;)M ]. 

Aus (108) (oder aus (85) mit Hilfe von (11)) findet man wieder die Formel (54 b) mit 
dem Wert (87:1) für 9. Dementsprechend gibt (54a) in Übereinstimmung mit (51), 


(84 a), (88:) die ch. Fu. der kommutablen inf. B. T. der G5 (85). 
Das geordnete Doppelpaar von Funktionen (x, ß;o,r) wollen wir eine Basıs der 














G (32) nennen, wenn zwischen diesen vier Größen die Relationen des Theorems 1 statt- 
finden und die Gz auch durch das System (85) definiert werden kann. Natürlich ist dann 
(?,&; r, 0) gleichfalls eine Basis der G3. Es ist leicht zu beweisen, daß zu jedem polaren 
Paar inv.r Diffgl.n y'+a«=0, y'+ß=0 oder, w.d.i., zu jeder Obergruppe 9s(x, ß) 
der G3 (32) eine einzige Basis (x, ß; o, t) gehört. Denn transformieren wir die betreffende 
9(&, ß) durch eine B.T. (14), (21) in die proj.e 9,, dann wird die transformierte G3 
durch ein System (81) definiert. Transformieren wir daher die G3 (81) durch die inverse 


B.T. (14) wieder rückwärts in die ursprüngliche G3, dann finden wir diese definiert durch 
das System (85), wo o, r durch (85’) bestimmt sind. Also gehört zu jeder Obergruppe 


Gs(&, ß) der Gz wenigstens eine Basis. Es kann aber auch nur eine vorhanden sein. 
Debn bei gegebenen x, ß liefert eine Koeffizientenvergleichung von (32) mit (108) die 


Größen o;, 7; ((= 1,2) als Ausdrücke in den Größen a, ß, re und deren Op.n. 


Wir wollen jetzt die Determinante (40) durch die Funktionen «, ß, o, r darstellen. 
Wegen ihrer gruppentheoretischen Bedeutung (vgl. Satz 2) kann sie sich von der ent- 
sprechenden Determinante 

(109) Dd—= AB — 2 (vgl. 80) 
des Systems (81) nur durch einen nicht verschwindenden Faktor unterscheiden, wenn 
wir (81) und (85) als vermöge der B.T. (14) zusammenhängend voraussetzen. Wegen (88) 
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muß daher die Determinante (40) bis auf einen Faktor gleich AB— T? sein. Das bestätigt 
die Rechnung. Setzen wir analog zu (39) 
(110) Wien = Uininl& B) + Wir. in(0, &) + Wir..in(0, B); 


dann wird mit Rücksicht auf (7), (9), (10) 
(0) „‚(2) (1) | (0) (BP) (0) | 


U, Uo) Uno) ‚Uo, Uo) ug) 

| 2) (1) —(0) —(B) (a), —(0) —ı, 
D= ul) un) u) TER us) us) u) =oD (ww = w); 

| .,(0) „,(@) (u) (0) —(B) (a) 

| us) u, U2) ‚uU Up Up 


rechnen wir D unter Beachtung von (54b), (10) und (87) mittels einer elementaren Um- 
jormung aus, so ergibt sıch für D: 


1 0 0 

(112) D= 0 0.—% —T A, = HAB — T?) = AD 
9—ß —B F 
(vgl. (88) und (25a)). Aus (112) und Satz 2 folgt, daß bei einer 9, stets AB— T? +0 
sein muß. Da ferner die Determinante (112) dann und nur dann den Rang 1 besitzt, 
wenn A=B=fT=0, so muß bei allen 9°%ce # oo) und 4, wohl AB— T? = 0, aber 
wenigstens eine der Größen A, B, T von Null verschieden ausfallen, während bei den 6; 














und %, diese drei Größen stets verschwinden müssen. 


$ 6. Über eine formale Umgestaltung von Beziehungen, welche sich bei der allgemeinsten 
Berührungstransformation nicht ändern. 

Die in dem vorangehenden $ 5 entwickelten allgemeinen Formeln gelten nach Vor- 
nahme einer einfachen formalen Modifikation auch dann, wenn wir die Op.n (7’) und nicht 
die Op.n (7) verwenden. Das ergibt sich aus einem allgemeinen Satze, den wir jetzt ab- 
leiten wollen. 

Ip fay . sei eine Reihe von Größen, welche mit den Veränderlichen r,y,y 


verknüpft sind. Werden diese Veränderlichen der allgemeinsten B.T. (14) unterworfen, 
dann soll das System der Größen hy, Te ... in ein anderes System von Größen | PIC Pa 


übergehen, welches mit den Veränderlichen x, y, y’ verknüpft ist; es soll dabei jedem f, 
ein ,, entsprechen, und diesem /,, dann umgekehrt das betreffende f,, aber es soll auclı 
Größen f,, geben dürfen, die keinem Te) entsprechen. Die /,, sollen von den h, und deren 


Op.n bezüglich der Veränderlichen r, y, )’ sowie von den Op.n erster und höherer Stufe 
der Trf.s-Größen X, P bezüglich der Veränderlichen x, y, y’ abhängen. Diesen Zu- 
sammenhang wollen wir durch die Schreibweise 

(113) f, = Fulfiy Top ++ 5 9 0.1A,, A: Pr Pr, ß; 0,» 0,) (= 1, 4) 
andeuten, worin natürlich &, ö durch (21) erklärt sind. In der Schreibweise (113) ist 
implizit die Möglichkeit des Auftretens der Op.n ©, , 0, enthalten. Bezüglich derjenigen /,,, 


welche keinem f,, entsprechen, soll die Funktion F, von den f . frei sein dürfen. 


ir; 
1)? Ta)» 
Ist z.B. fj,= U die allgemeine ch. Fu. einer ebenen B.T.s-Gruppe & und sind 
die übrigen f,, (7 = 2,...) die Koeffizienten der Defgl.n für U, dann ist f,= U! die 
allgemeine ch. Fu. der transformierten Gruppe G und die übrigen /,, (U = 2,...) sind die 


Koeffizienten der transformierten Defgl.n für U; die Gruppe G ist die allgemeinste mit © 
ähnliche B.T.s-Gruppe. Die /, (£= 2,...) hängen hier nur von den „U=2::.) ab. 


Ein weiteres Beispiel bieten die f,(/=n,...) als die Koeffizienten einer in 


y” er. hy: ... ym aa Ina 
rationalen Diffgl. n-ter O. D® = 0, wobei dann die /,(£=n,...) die Koeffizienten der 
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transformierten Diffgl. D®) — 0 darstellen und „= er y AFCHRN u y"; p" —() ist 


n—1) 9309 
die allgemeinste Diffgl., welche durch B.T. in die Diffgl. I” = 0 übergeführt werden 
kann. 
Die Formeln (113) müssen naturgemäß ihre Gestalt behalten, wenn die Variablen 
x,y,y' noch beliebigen B.T.n 


(114) = rd) YVSyEhnN, YVeyidT) 
unterworfen werden. Wir nehmen daher mit x, y, y’ die dualistische Trf. 
(115) =, y-ld y-ä 


vor; die den Variablen &, 5, %' entsprechenden Op.n 0; bezeichnen wir für den Augen- 
bliek mit 0. Durch die Gleichungen 


(116) —- L(£, y, 7) _ X, = y(, y, y) _. L, y' .. y(z, Y, y) Kun P, 


wo X, Y, P dieselben Funktionen von x, y, y’ wie in (14) bedeuten, wird dann wieder die 
allgemeinste B.T. repräsentiert. Das System (113) nimmt also vermöge (115) die Gestaltan 


MT) = Fly hap + %r Only X5, Par Ps &, B; 05, 95) (i=1,2,...). 
Da indessen 
(117’) .=09,%=9; 


1 2? 
so folgt aus (117) 
(118) = “ f, = Fol. he). ..;, se 7, OR X Pos z’ a Mr ’ 0, © 
=Fltyfiop--- ; On OulX,; No Pi Pe a',ß'; 2, ((=1,2,...). 
Die Gleichungen (118) entstehen aus (113) formal durch Ausübung der Ai (13). 


Wir schreiben allgemein, wenn f eine Größe ist, auf welche diese Substitution angewendet 
werden kann, 


(119) SI=f. 

Nun möge 

(120) By lfi Tayp » + +3 Op Or lfip Fap - - Ag Pr Par 0% B5 0, 9%,)=0 (k=1,2,...) 
ein gegenüber der allgemeinsten B.T. 2 inv.s System von Relationen darstellen, in 
welchem übrigens die Größen In, Toy, ...— und auch die Größen Fi» IR ...— gar nicht 


vorzukommen brauchen. Unterwerfen wir das System (120) der Dualität (115), dann 
kommt wegen (117’) und (118) 


120) Ole fan 5 dh Anl lan- 5 Kg Kur Par Pur a’ B'; 0, 9) 
= Sb, = b,, = 0 kui1,2...). 
Das System (120’) muß aber dem System (120) gleichwertig sein, d.h. es gilt der Satz: 
Satz4. Ist (120) ein gegenüber der allgemeinsten B.T. (114) inv.s Gleichungssystem, 
in welchem die Größen Fysfay und fps fa. — so weit sie in (120) überhaupt vor- 


kommen — vermöge der allgemeinsten B.T. (14) miteinander in dem Zusammenhang (113) 
stehen, dann ist das System (120) äquivalent mit dem System (120'), welches mittels der 
formalen Substitution (13) aus (120) hervorgeht”). 

Im einzelnen gilt noch folgendes: 

Ist /,, = U die ch. Fu. einer inf. B.T., dann wird U" = — U (vgl. (51)); ist /,, = y”, 


l, = e(z,y,y’) in der Diffgl. 2.0. y”’+ e= 0, dann wird (y’) y’=4, ee = 1 (vol. 
20) Vgl. W.Neumer, Die gew. Diffgl.n 3. und 4. O., die lineare homogene Form erhalten können. 1. II. III., dieses 


Journal 176, S. 224-249; 177, S. 13—36 und $. 6581, Sätze 18 und 21; diese sind Sonderfälle des obigen Satzes. 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 20 
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unten (150)), so daß hierbei der Substitution $ die Umschreibung der Diffgl. y’ + e = 0 
ine y’+1= 0 entspricht. Ferner ist klar, daß die Bemerkungen in $1, 5 ebenfalls 
dern Satze 4 entnommen werden können. 

Wenden wir den Satz 4 auf die Defgl.n (85) an, dann erhalten wir folgendes zu (85) 
äquivalente System 

(a) 7” +, M"—,M=0, M??’ + BM’— B,M = 0 
(121) (b) MP = — o”M" + (0" — oı) M"— (wog — os) M, 
M®= (1? — 8) M— "MM + (wu+Bß)M, 

wobei nach (85’) 

(421°) a =8 + log(— © PF)J=8+logP,"’=t+log(o X’)=t-+logX,, 

(122) oe =o-+loga, !"=r-+logp. 
Wie dann weiterhin gemäß Satz 4 zu verfahren ist, um aus den auf das System (85) bezüg- 
lichen Relationen die entsprechenden Relationen bezüglich des Systems (121) zu erhalten, 
bedarf keiner Auseinandersetzung. Lediglich die folgenden Beziehungen wollen wir 
noch anmerken, die auf Grund der Trf.s-Formeln (88), (107), (112) bei Beachtung von (6) 
sofort hingeschrieben werden können: 


A B u 
( 8 + lo — 14): Zn 3 JR 4 A'=-—,B = ‚P’= 
Rn / n ) e =. e zu p2 «ß 
‚ +; 2) | n _ ), n' 
in = In 7 73, 25, = Tı, aß ap? D =D 


Es versteht sich, daß auch die Substitution (86) der Substitution (13) zu unterwerfen ist. 


S$S 7. Der Grenzfall =». 

Wenn in (21) $ (oder &) = © wird, müssen die bisher entwickelten allgemeinen 
Formeln versagen. Wir haben also die im Falle # = © gültigen Formeln durch einen 
Grenzübergang zu gewinnen. Der theoretisch nächstliegende — und auch oft gangbarste — 
Weg hierzu wäre, die Substitution $ vorzunehmen und dann mit 8’—0 zu streben. 
Aber bei diesem Verfahren hätten wir im Ergebnis u.a. überall die Größe x’ und die 


Op. ©* auftreten, so daß wir zur Vermeidung des Grenzfalles x’ = oo noch eine Umrech- 
nung vornehmen müßten, um die Größe « und die Op. 0, erscheinen zu lassen. Dieser 
Umstand läßt sich vermeiden, wenn wir zunächst $ = ß,, = const. setzen und darauf 


ß,, > © streben lassen. Der Grenzübergang f > oo auf diesem Umwege beschränkt 


die Allgemeinheit der Ergebnisse nicht, weil erstens bei konstantem noch oo* Größen ı 
die Relationen (24) befriedigen und zweitens die Relationen (24) bei diesem Grenzübergang 
dasselbe Ergebnis 

u Azana — Aa2gu + 6%3 + Agla22u — AaX23) + IXg0g — 0, 

(124) 
Ogagg = 0 
liefern wie bei einem ganz beliebigen Grenzübergang ß > oo, dem nur die Bedingung 
auferlegt ist, daß mit 8’ zugleich auch alle Op.n von ß’ verschwinden sollen. Die Gleichun- 
gen (124) sind notwendig und hinreichend dafür, daß die Diffgl. y’’ + x = 0 durch P-T. 
in y’ = (0 verwandelt werden kann?). 

Denken wir also $ = f,, = eonst. und dividieren wir durch geeignete Potenzen 


von fo), so daß der Grenzübergang ,, > © vollziehbar wird, dann erhalten wir aus dem 
allgemeinen System (85) das spezielle 


Mat+%M, +6; M=0, Ma =—-%M, +0, M,— 0,M, 


(125) (a) 


(b) | 
21) Vgl. a.a.0. !), 8.139, 141, sowie a.a. 0. ?), 5.19. 


Sa ee ee 
































a 
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während an die Stelle der Größen (87), sofern wir 
(126) z ersetzen durch r — log P,), 


die folgenden treten: 


9=0+ T, = 20, + a No, y = 27, + 0,, 
(127) A — Foas me Y% E= R, g . —— Na, B — P9> ——— 2 


= 02x + Tu2 — 0,02 — 20% Tg — TıTag + era. 


Die Festsetzung (126) entspricht einfach der Weglassung des Akzentes von r, wenn wir 
nämlich an die Substitution $ den Grenzübergang ß’ — 0 anschließen und gemäß (122) 
wieder die Größe o einführen, r’ aber beibehalten. Zwischen den Größen (87) und (127) 
besteht also der Zusammenhang 


. B, E 
Pr) Poy 
Die Relationen (91), (92) spezialisieren sich zu (62), (69), worin jetzt y,..., FT die Größen 
(127) bedeuten, während die Identitäten (93) sich in 


(128) A,—2,A=T,— of, B—-2,B=T,— 9fT 


verwandeln und die Relationen (70), (78) ihre Form behalten, ebenso wie die Festsetzun- 
gen (68) gültig bleiben. Die Identitäten (128) sind wieder eine Folge von (62), (70). 
Die Integrale (95) endlich reduzieren sich auf (73) mit denselben Konstanten %,,,..., T,,- 


>— T, wenn = P,>®. 


(127’) SE 5 de 2 
0) 


Somit können wir das Theorem 1 durch den Satz ergänzen: 

Satz5. Die Kategorie aller P.T.n G; ist dadurch charakterisiert, daß ihre Gruppen 
durch Systeme (125) definiert werden können — also durch Systeme (85) mit der Basıs 
(x, ©0;0,r) —, so daß die Größen &, o,t die Beziehungen (124), (62), (70), (69) erfüllen ; 
aus diesen folgen die Relationen (78), während die Identitäten (128) bereits auf Grund von (62) 
und (70) bestehen. Mi o, x,...,T sind hier die Größen (127) gemeint. 

Den Grenzübergang ß = Po) > © wollen wir noch etwas weiter verfolgen. (97), 
(97) werden 


A N (Oxa + 03) + NO x + Na 03, B BE TOP (722 2 T;) ’ 
l = (09, — 202 — (0,09 en Xg2 = T2 —— DT, — Tate ’T Art 
(129°) Alt) = Yo — 42) +lau 0 +403, B(4)= Hoa— 35). 
Ferner vereinfachen sich die Größen (103’), (105’) zu 
2], — 09a + 3 (&222 — 20:9.) — x2 (024 — 3 R22) + (Aa2 — 209 + x3) O9, 
(130) 25) = O8 s X222 , Tı) = Te2 + ı x222, 
Ta, — Tpaa + (Ang. une X2a2) ie Ne(Tar + 3 x_2) un (Aa2 ara T x5) T3, 
indem wir für den Übergang der Größen (103’), (105’) in die Größen (130) die Festsetzung 
treffen 


(129) 


2, T 
130° =Ü-+— .,=—-T, =.-2=Tn- 
( ) By, ß, 1) ) ß2 ß;, ) 1) 
Die Relationen (100), (104) reduzieren sich auf 
(131) B,(1) — 20,B(})=0, Bl!) —2%0,Bl})= 0, 
Pe Ad) — 27 Ad) =0, Aydlı) 27 AH)=0, 


während die Gleichungen (103) und (105) ihre Gestalt behalten. Die Determinante (40) 
oder (112) lautet jetzt einfach 


(132) D-AB— m. 


2Uu* 
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Die kommutable inf. B.T. der G5 (125) ist durch (54a) und (1271) gegeben. 
Schließlich möge noch in den Trf.s-Formeln (85’), (88) und (107) der Grenzübergang 
ßy, > © vollzogen werden, wobei zu beachten, daß jetzt 


(133) P,=aP,ı, 4 = 0: 

(134) o=5+logP, tr=t+logÄ,, 

(135) = X,% v9=-P9% A=XU B=-PAB T=X,PE, 

(136) 2), = Ta, = X] Pa3urı = Xi Petunı, 25, = Tı = Xı P3dıun = Xı Petıun. 
Das ebenso leicht zu findende Ergebnis des Grenzübergangs hinsichtlich der Formeln (90) 
wollen wir nicht hinschreiben. Bei dem Grenzübergang zu (134) ist (126) zu berück- 
sichtigen. 

Den Grenzübergang «x > oo gewinnen wir aus dem soeben vollzogenen durch An- 


wendung der Substitution (86). 

Beide Grenzübergänge ß >—oo und x > oo können der Substitution (13) unter- 
worfen werden, d.h. mittels dieser Substitution lassen sich die Grenzübergänge ß’ — 
und x’ >, d.h. 8-0 und «x >—0 hinsichtlich des Systems (121) sofort hinschreiben. 





Eingegangen 1. Februar 1939. 
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Untersuchung fastperiodischer Funktionen 
mittels äquidistanter Zahlenmengen. 


Von Theodor Kaluza jun. in Braunschweig *). 


Einleitung. 

Aus der von H. Bohr entwickelten Theorie der (komplexen) stetigen fastperiodi- 
schen Funktionen einer reellen Veränderlichen werden in dieser Arbeit bei den Beweisen 
folgende Begriffe und Ergebnisse benutzt: 

Eine Menge von reellen Zahlen heißt relativ dicht, wenn es ein L > 0 gibt derart, 
daß jedes Intervall x <x < x + L mindestens eine Zahl der Menge enthält. 

Ist f(x) in — oo < x < + oo definiert und ist bei festem r 

fe +r)—fl(x)| se für alle r, 
so heißt r eine zu e gehörige Verschiebungszahl von f(x). Man schreibt 7 = tyay(E). 

Eine in — oo <x < + oo stetige Funktion heißt fastperiodisch, wenn es zu jedem 
€ > 0 eine relativ dichte Menge von r,.,(E) gibt. Man benutzt die Abkürzung fp. für fast- 
periodisch. 

Die Symbole f(x) und g(x) bedeuten fortan stets solche stetigen fp. Funktionen. 
Dann gelten folgende Sätze: 

f(x) ist beschränkt und gleichmäßig stetig. 

Für zwei beliebige fp. Funktionen f(x) und g(x) gibt es zu jedem & > 0 eine relativ 
dichte Menge von zu e gehörigen gemeinsamen Verschiebungszahlen 


T= Tyay(E) = ToaylE). 
Mit f(x) und g(x) sind auch f(x) + g(x), f(x), f(x) - g(x), | f(x) | fastperiodisch. 
Es existiert der Mittelwert 


a+T 


M {f(x)} = lim | faraz 


To» T 


(a beliebig fest). 
Die Funktion a(A) = M{f(x)e-} ist an höchstens abzählbar unendlich vielen 


Stellen A,, A,,... von 0 verschieden. Man setzt a(A,) = a, und ordnet f(x) formal die 
Fourierreihe 3 a„eünz zu: 
la) m Zap. 


Die A, bezeichnet man als die Fourierexponenten, die a, als die Fourierkoeffizienten 
von f(2). 





*) Diese Arbeit hat der Philosophischen Fakultät der Christian-Albrechts-Universität Kiel als Dissertation 
vorgelegen. Referent war Herr Prof. Dr. Hammerstein. 
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Die Fourierreihe von f(x) + g(x) entsteht durch formale Addition der Fourierreihen 
von f(x) und g(x). Ferner ist 
c- fx) = I ca„eln?, 
fix + a) m Fa„elinzeiänz 
eüzf(2) m SF a„eiintnz, 
Es ist 2 la,” <s M{|f(x)|*%}, also & |a„|* konvergent. 
Sind €, ...,@ beliebige komplexe und ö,,..., 6, irgendwelche reelle Zahlen, so 
ist, wie man einfach durch Umformung zeigen kann, 


MEI) — 2 0er} = Milfe)| 9 — Zlalö)? + 81 — add). 


Ist I a„en? gleichmäßig konvergent, so ist diese Reihe die Fourierreihe der durch 
sie dargestellten (fp.) Funktion. 
Ist /(x) reinperiodisch mit der Periode P, so sind = Fourierexponenten von f(x) 


ganzzahlige Vielfache von also a(}) = 0 für 4 +k7 "(k= 0, +1, +2,...). Ins- 


7 
= 
besondere ist 


(x) = Mifie)e *P em Fer” er. 
Alle diese Tatsachen lassen sich sehr einfach und mit ganz elementaren Mitteln 
und Schlüssen beweisen. 
Wirklich tiefliegende Sätze sind dagegen der 
Eindeutigkeutssatz. Ist a(}) =(, so ist auch f(x) =. 
Ebenso der mit ihm gleichwertige 
Approximationssatz. f(x) läßt sich gleichmäßig approximieren durch Exponential- 


N 
polynome - c‚e'»r, wobei als Exponenten nur Fourierexponenten von f(x) gewählt zu werden 
y= 


brauchen. 

Diese beiden Sätze werden im folgenden aber nur an zwei Stellen benutzt und die 
dabei gewonnenen Resultate nicht weiter angewendet, so daß bis auf diese Ausnahme 
die Ergebnisse dieser Arbeit als elementar bewiesen gelten können, denn auch die Be- 
weise dieser Arbeit benutzen nur die grundlegenden Begriffe und Schlußweisen der Ana- 
lysis; sie vermeiden selbst die gewöhnliche Fourierreihentheorie der reinperiodischen 
Funktionen. 


Problemstellung und heuristische Bemerkungen. 


Die Menge der Zahlen ko + x mit o>0,«>20undk=0, +1,... nennen wir 
äquidistant. 

Mit k bezeichnen wir fortan ganze Zahlen, mit n natürliche. 

Die Fastperiodizität stellt der Reinperiodizität gegenüber eine zweifache Aul- 
lockerung dar: An die Stelle der Periode P mit f(x + P) — f(x) = 0 tritt die Verschie- 
bungszahl 7 mit |f(@ + 7) —f(x)| < e, und während die Perioden kP äquidistant sind, 
wird von den Verschiebungszahlen bloß verlangt, daß sie relativ dicht liegen. 

Indem nur die erste der beiden Auflockerungen vorgenommen wird, stellt sich 
bereits unmittelbar aus der Definition heraus — also noch vor allen Approximations- 
betrachtungen und vor der Fourierreihentheorie — die Frage, ob die Klasse derjenigen 
Funktionen, die zu jedem e> 0 äquidistante Verschiebungszahlen besitzen, eine zwischen 
den reinperiodischen und den fp. Funktionen liegende Mittelklasse ist oder ob sie mit 
einer dieser beiden Klassen identisch ist. 


Be ee 
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Wir werden später noch zwingendere Gründe antreflen, uns für diese Klasse und 
allgemein für äquidistante Verschiebungszahlen zu interessieren. 

Hat /(x) die Periode P, so ist f(x + kP) = f(x). Ein weiteres Äquidistanzproblem 
ist also die Frage, was dem bei den fp. Funktionen entspricht. 

Auf diese beiden Äquidistanzfragen (nach äquidistanten Verschiebungszahlen 
und nach den Funktionswerten an äquidistanten Stellen) zugleich stößt man bei der 
Verfolgung der von H. Bohr!) gemachten Bemerkung: „Übrigens gibt es in der allge- 
meinen Theorie der fp. Funktionen keinen diesem einfachen Lebesgueschen Beweis ent- 
sprechenden Beweis des dortigen Eindeutigkeitssatzes”. 


Der Lebesguesche Beweis des Eindeutigkeitssatzes für reinperiodische Funktionen 
geht so vor: Wäre etwa /(0) > 0, so wird dieser Wert „betont“, indem /(x) mit einer 
hohen Potenz von y(x) = cosx + e (e> 0) multipliziert wird. y*(x) ist ja sehr 
groß in einer mit e sehr kleinen Umgebung von 0, dagegen sehr klein im Rest des 


+7 
Intervalles (— 7, + x). Das Integral 2 re) y*(x)dx ıst daher, wie man leicht ab- 


schätzt, > 0, falls n groß genug ist. Andererseits ıst aber y*(x) ein Exponentialpoly- 


nom. Also müßte das Integral = 0 sein, da ja a(/) = sein sollte. 


Genau so würde man bei einer nur fp. Funktion f(x) mit a(/) =0 die Ab- 
schätzung 


\ 


8 2: 
lım 7 J f(x) Mi 2)de> 0 

0 
durchführen können, wenn es sicher wäre, daß f(kw) > d > 0 ıst für alle k (oder wenig- 
stens für „überwiegend“ viele). Und das würde aus /(0) > 0 jedenfalls dann folgen, 
wenn man äquidistante Verschiebungszahlen ko» fände, die alle zu einem e < f(0) — d 


T 
gehören. Bei den Integralen 4 frow(f r) dx sınd durch den Faktor y* gleichlange 
0 


107] 


Umgebungen der Stellen ko» gleichstark betont, während der Integrand im übrigen sehr 


klein ist. Dividiert man also die Länge der betonten Intervalle und den betonenden 
T 

Faktor fort, so wird aus ® .. ungefähr > mo), und durch Multiplikation mit der 
0 0<nuosT 


ii: 2. 2 h u 
Periode » kann man ferner zn die reziproke Anzahl 7 der betonten Stellen ver- 


h h h .‚_1x 
wandeln. Durch diese Operationen wird der Versuch nahe gelegt, lim N Alvo) zu 


n>n N v1 


bilden. 


Ist also die Bohrsche Bemerkung auch in dem Sinne richtig, daß eine Verallge- 
meinerung des Lebesgueschen Beweises tatsächlich unmöglich ist, so können keine 
solchen geeigneten äquidistanten Verschiebungszahlen vorhanden sein, und es müssen 


daher die Mittelwerte Lord a) und also wahrscheinlich auch die Mittelwerte 
() 


nom 


 - 
lim = >" /(vo) für alle ® verschwinden. 
v=1 


‘) H. Bohr, Fastperiodische Funktionen, Ergebnisse der Mathematik 1 (1932), S. 417-516. 
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Ist nun f(x) nicht mehr die beim indirekten Beweis des Eindeutigkeitssatzes fin- 


. gierte, sondern eine beliebige fp. Funktion, so kann man auch für sie law r)) 


= 
bilden. Da y*(x =} c,e'ö” ein Exponentialpolynom ist, ist 
Ir i 
raw, e)! = oa ,). 
v=1 


n 


Also liegt die Vermutung auf der Hand, daß auch zwischen lim — 3” (vo) und den 


no» N v=1 
Fourierkoeffizienten von f(x) ein ähnlicher Zusammenhang bestehen muß. 

Dieser Zusammenhang ließe sich z.B. auf die oben angedeutete Art ermitteln, wobei 
aber die Handhabung der Funktion y*(x) zum mindesten weitschweifige Nebenrech- 
nungen erfordern würde. Man kommt aber bereits zum Ziel, wenn man statt y*(x) als 
Betonungsfunktion 


1 für |e—kol<n 
B,(2) =! 2 für =ko-+n (0 u < 
0 sonst 





wählt. Die Operationen z. B., die M{f(x) B,(x)} in einen Näherungswert für 
lim a Ra f({»2r) überführen sollten, schrumpfen jetzt nämlich auf die Multiplikation 


Nn—>R2 n „= Fr | 


mit — zusammen. Denn für » = 2r ist nach Definition von B,(x) 


N 
2n+n 
M{f(x) B,(x)} = lim e Ira x)dz + [fa)de ++ Tre) )dx 
2a—n n2a—n d 


Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f(x) unterscheiden sich die Integrale für kleines 


n beliebig wenig von 2nf(»2r). Die Multiplikation mit = ergibt also umso genauer 


1 n 
lim — NS’ (v2), 
no N 
je kleiner n ist. Die Funktion B,(x) ist andererseits stückweise stetig und reinperiodisch, 
so daß ihre Fourierreihe zu einer näherungsweisen Darstellung verwendet werden kann, 
wodurch dann mit Hilfe geeigneter Grenzübergänge der Zusammenhang mit den Werten 
M{f(x)e-"*} = a(A) hergestellt wird. Entsprechend verfährt man für beliebiges o. 


Der so skizzierte Gedanke wird in seiner strengen Durchführung den Beweis für 
Satz 2 bilden. Dabei wird auch die in diesem Zusammenhang schon angeschnittene 
Frage nach den Verschiebungszahlen in äquidistanten Mengen eine Rolle spielen, so dab 
sie zuerst angefaßt werden soll. Eine hierfür ausreichende Aussage ist der Satz 1. Die 
speziellere Frage, inwieweit äquidistante Mengen existieren, die ganz aus Verschiebungs- 
zahlen bestehen, wird uns auf die Definition der Periodizitätsgrenze führen, deren Unter- 
suchung erkennen lassen wird, was eigentlich von der Reinperiodizität übrig bleibt, wenn 
man die Verallgemeinerung zur Fastperiodizität vornimmt. 














a — 


1 
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$ 1. Verschiebungszahlen in äquidistanten Mengen. 


Eine erste allgemeine Auskunft über die in äquidistanten Mengen vorhandenen 
Verschiebungszahlen verschaffen wir uns mit Hilfe der wohl zuerst von Bochner ?) be- 
nutzten Verschiebungsfunktion 

e(t) = obere Grenze |f{x + 7) — f(x)|. 


— 2<I<+® 

e(t) ist also das kleinste e, zu dem r eine Verschiebungszahl ist, und jedes r, für 
das e(r7) < e, ist, ist eine zu e, gehörige Verschiebungszahl von f(x). 

Die fp. Funktion f(x) und die zugehörige Funktion e(r) haben die „‚gleichen‘‘ Ver- 
schiebungszahlen, d.h. es gilt der 

Hiüfssatz. Mit f(x) ıst auch die zugehörige Funktion e(r) stetig und fp., und zwar 
ist jede zu e gehörige Verschiebungszahl der einen Funktion auch eine zu e gehörige Ver- 
schiebungszahl der anderen Funktion. 

Beweis. 1. Es sei T = r,(n). Dann ist für alle x und beliebiges festes r 
Mea+T+N—fHa)l= fa+T+ N faetd+fetn)—fa)izsn+ et), 
also auch 

e(T+ T)sn-+elr). 
Entsprechend ist 
Me+T+N—Me+T)i=|Mae+T+ N Mat) —Mae+T)set+TN+n 


und also 


Mithin ist tatsächlich 
'e(t+ T)—e(r) Sn. 
e(T 


+ T)— e(r)| sn speziell = 0, 


2. Es sei T = 7.4, (n). Setzen wir dann in 

so haben wir 
«{T)—e(0)|=e(T)sn, also T= 1n(N). 

Die „Gleichheit“ der Verschiebungszahlen ist damit erwiesen. Ist nun 
fz+h)—f(x)| se für jede A mit |h|< Öle), so heißt das: Jedes solche Ah ist 
eine zu e gehörige Verschiebungszahl von f(x), nach 1. also auch von e(r). Daher ist e(r) 
sogar gleichmäßig stetig mit demselben ö(e) wie f(x), und wegen 1. also auch fp. 

Dies genügt schon zum Beweis von 


Satz 1. f(x) sei irgendeine stetige fp. Funktion, und e> 0 sowie » = seien be- 
liebige reelle Zahlen. Dann enthält die äquidistante Menge ko (k=0, +1,...) eine relativ 
dichte Teilmenge, die ganz aus zu e gehörigen Verschiebungszahlen von f(x) besteht. 


’ “ 2x DE " 
Beweis 3). Wir setzen ® = zZ: Die Funktionen f(x) und e* besitzen dann zu 


nr 


jedem e> 0 eine relativ dichte Menge von gemeinsamen Verschiebungszahlen. 


Ist ö > 0 beliebig gegeben, so kann e, so klein gewählt werden, daß alle zu e, ge- 
In . 
— liegen. 


hörigen Verschiebungszahlen von e“#= in den ö-Umgebungen der Zahlen k 
I 


Denn wenn = TiüzlE,) Ist, muß |eilletr) — er) — jeör _1| <e, sein. Ist nun 
e 


®) S. Bochner, Beiträge zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. I., Math. Ann. 96 (1927), S. 136. Der 
Begriff selbst, ohne eingehendere Untersuchung, findet sich unter dem Namen ‚‚Minimalfehler‘‘ schon in der ersten 
Bohrschen Abhandlung (H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. I., Acta Math.45 (1925)). 
°) Für & = 1 ist der Satz bereits von H. Bohr ausgesprochen worden. Der Beweis benutzt ebenfalls das Vor- 
handensein gemeinsamer Verschiebungszahlen von f(x) und einer von e abhängigen ad hoc konstruierten Hilfsfunktion. 
Vgl. H. Bohr, a.a.O. 2), 8.88, 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 21 
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e> 0 das gegebene e, so bestimmen wir das (5) der gleichmäßigen Stetigkeit: 


lr+hM— er) für IA] <(5). 


Danach denken wir uns &, < 5 so klein gewählt, daß alle 7 .(&,) in den 6(>)-Umge. 


bungen der Zahlen - —= kw liegen. 


In diesen (5-)-Umgebungen muß daher auch die relativ dichte Menge von zu :, 


gehörigen gemeinsamen Verschiebungszahlen von f(x) und e“ oder, was ja dasselbe ist, 
von e(r) und e‘* liegen. Für jedes Element 7 aus dieser Menge gibt es also eine ganze 
Zahl k, so daß 


rk = |r—kol <ölS) 


3 
und also 
tr) — e(ko)| < 5 
ist. Wegen 7 = tyw(&}) = Tuzle) muß aber e(r)< e, < 7 sein, woraus e(ko) < &, 


also ko = Tyay(E) folgt. Da schließlich die Menge dieser r relativ dicht war, müssen 
auch die zugehörigen ganzen Zahlen % relativ dicht liegen, q. e.d. 


$ 2. Mittelwert äquidistanter Funktionswerte. 
Satz 2. Ist f(x) irgendeine stetige fp. Funktion, und sind  # 0 und « reelle Zahlen, 





so st 
p ®© „i s 27 Br „aa 
bone : 2 n® +x)= all) + lim 377 un la(x a Ar + al—*)e . , 


wobei (wie üblich) a(A) = M {f(x)e-”*} bedeutet. 
Beweis. Es seı 0 <y<r. Diese Beschränkung ist nur für die folgende Integration 


notwendig und wird sich später leicht beseitigen lassen. 
Für |x| <1 ist die Reihe 


sin y— zsin2y+ @@sin3ay— +: 
konvergent, und wie man durch Ausmultiplizieren einsieht, hat sie den Wert 
m. sin % 
 A+2rcosy+ x 





(1) sin y— zsin2y+ @sin3y—+:-: 


Denn in dem Ausdruck 
[sin y— zsın 2y + © sin 3y— ++ | + 2rcosy-+ 2?) 
hat ja a” fürn > 0 den Koeffizienten 
(— 1)"[sin (n + 1)y— 2 sin ny cos y + sin (n — 1)y] 


— (— 1"[sin ny cos y + cosny sin y— 2sin ny cos y 
+ sin ny cos y— cosnysin y] = 0. 


Die Reihe (1) ist nun als Potenzreihe gliedweise integrierbar. Auf der rechten Seite er- 
gibt sich dabeı 
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z Pr 
EBEN... .. RE. dr = 
} 1+2xcosy+ 2? sin Y. er R + cos „\' ac 1-+ u 
sin y 
er N = +0osYy 
= —arcctgu u y— arc ctg ng 
Also ist für | x|<1 undO <y<n 
u n—1 2" sin ıny En | ec + cos y 
(2) DH ) y-—arcctg- 


n=1l 

Wenn diese Reihe nun auch noch für x = + 1 konvergiert, so ist nach dem Abelschen 
Grenzwertsatz 

sin2y sin3y 1 + cos y y | Yy 


Bay — u 2 > — +. =y-—-arccig n y = y—-arccig (etg u“ 


Das letzte wegen 


Y 
2 
1 + c08 y 4.008 En ri y 
o 2 sin ? cos J 2 
2 2 

Wegen sınO = 0 und sin(— ny) = — sinny würde dann die Beziehung 

sın2y , sind 

(3) sin y— — de m Bd ae > 


nicht nur für 0 <y<nr, sondern für an <y< + gelten, und wegen sın kr = 0 
(k ganz), und der Periodizität der Reihenglieder würde daher die Reihe (3) überall kon- 
vergieren und eine Funktion mit der Periode 2x darstellen. 

Der Abelsche Grenzwertsatz liefert uns also den Wert der Reihe (3), wenn sie kon- 
vergiert. Daß sie konvergiert, kann man durch Abelsche Summation so erkennen: Wir 
setzen 
sin 2y Br sin ny 

n 
und 
Sn(y) = siny+sin2y-+ :---+sınny. 


Wegen ev = cos vy + isin vy läßt sich dann s„(y) auffassen als Imaginärteil von 
n 


ze; für y # 2kr ist dann 


vv 





‚n n 
n n+1 „15% 7’ 
eiv — eln+Dy i—se ° e* 
sy = N erj= 1 —;— |= le ? — —, 
e © ERBEN: e -_ 
RR 
siı 2 
n+1iI  ..n+iM I 
— /]| \cos > y-+ ısın ——— Y - 
” sin, 
Also gilt 
| | ) 
\Sn(y)| = y , y=#+ 2kn 
sin = 


21° 
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Nun ist aber (Abelsche Summation) 


N 1 1 1 ( 1 .) 1 
a.(y) = sl u; , + s2(y) 3] ++ 5-1(9) a + sn(Y) rn 
Für p> n haben wir also 
| 1 1 ( 1 ’ 
| — { | = | = — — 
apY) — anly) ERDIE Sri ++ 8%-1(9) >17 
1 | 1 1 1 1 1 1 2 
. Be REN Me a ee 
ee str tn) 
n— ‚sin — 
2 | | 2 
d.h. 
| sinvy| 2 
/ u PR. FR 
(4) ‚2, = £ —_yy’ y = 2kn. 
n sinn 


Bezeichnen wir nun mit A,„(y) die Abschnitte der Reihe (3): 





A„(y) = sin ER... u 5 ET 
2 n 
so ıst 
Anly) = — anly + 2) 
und somit 
Er „sin vy 2 
(9) | > (—1) IS —— FE y=+ (2k + 1)n. 
ven+l v | n cos 7 | 


Damit ist die behauptete Konvergenz der Reihe (3) für alle y bewiesen, denn für 
y= (2k + 1)r ist sie Ja trivial. 

Selbstverständlich gelangt man direkt zur Abschätzung (5), wenn man die Prozedur, 
die zu (4) führte, auf die Reihe (3) selbst anwendet. Später werden wir aber von der Tat- 
sache Gebrauch machen, daß die A„(y) für alle n und alle y gleichmäßig beschränkt sind, 
und zum Beweis dieser Tatssche reicht (5) nicht hin, wohl aber (4). Dies erkennt man 
folgendermaßen: 

Es sei wieder 0 <y<.r; dann ist?) 


— sin vy | sın vy 
| | 


| — y y | 
1: v< — ren | 
Y Y 
Da nun = Yin (0, 2) monoton fällt, ist dort stets = u <4. Für die erste 
| 7 
der beiden Summen folgt also: 
sinv»y| | 0 sin - 
Pu, Sızler, u 
Pe | IS - 1S&v<S ga 
Y Y Y 


und für die zweite Summe folgt aus (4): 





4 
BE me, 
en LEER u ° 

| 2 | 2| nz 
| 
cz 


1) Vgl. z.B. W. Rogosinski, Fouriersche Reihen, Berlin 1930, S. 20. 
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so daß für O <y<nund alle n 

a.(y)| s1 + 2n 
ist. Wegen a„,(— y) = — a„(y), a„(r) = 0 gilt das dann aber auch für za sy<s+n, 
und wegen der Periode 2x von a„(y) also für jedes y, und aus A„(y) = — a,(y + 7) 
folgt schließlich 


Pe y-siney| _ : 
(6) > 1) i <1-+2nr für allen und alle y. 


Iv=1 


4 


Die gleichmäßige Beschränktheit folgt übrigens ohne weiteres aus der Gibbschen 
"7% zuerst beobachtet wurde. 


Erscheinung, die ja gerade an der Reihe BP. ® - 


v 


Aus (5) ergibt sıch noch: 


Ist ö6> 0 (aber <r) beliebig gegeben, so konvergiert die Reihe (3) gleichmäßig 
für alle y mit |y— 2kn| < n — ö, also außerhalb der ö-Umgebungen der Sprungstellen 


(2k + 1). 
Für jedes solche y ist nämlich 


WM. 26 y|- nn 
9 kn|s 5 5 und also cos = cos (7 5). 
Nach (5) ıst also fürp>n 
| 2 
| Ay(y) — Auly)| S ce all 
n c8 |, —5 


womit die Gleichmäßigkeit der Konvergenz gezeigt ist. 

Damit haben wir uns unter ausschließlicher Benutzung elementarer Sätze aus der 
Reihenlehre und insbesondere ohne Benutzung der Fourierreihentheorie einen genü- 
genden Überblick über das Konvergenzverhalten der Reihe 


I 2 0 . 2 k 
2 An recy| o 
u k (TI mi Im<z<ikrie 


verschafft. 


Diese Reihe (7) liefert uns nun eine Reihenentwicklung der Betonungsfunktion 
B,(x), die folgendermaßen definiert war: 


A in 2kı— n<e<2katn 
B,(2) =} _ in r=2ka+n ( <n<a). 
O0 sonst 





Subtrahiert man nämlich zwei verschobene Funktionen A(x + n) und A(2— n) von- 
einander, so entsteht eine stückweise konstante Funktion mit der Periode 2x. 


Die Betonungsfunktion erhalten wir also als 


1 
B(a)=— [Aa +a—m)—Aatatn+n] 
IT 


. is, 
u . > u 7 (kx + kn — kn) — sin (kx + kn + kn)]. 
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Setzen wir ke + kn =o, so ist 
sin (x — kn) — sin (x + kn) = —2cosasinkn. 


Beachtet man noch 


(— 1)" cosa = (— 1)" cos (kx + kn) = coske, 


so hat man 


k=1 
Aiın Zn n<re<2katn 


zur = in =2knt+n (O<n<n). 


0 sonst 


Ist 0 <ö < Min(n,n” — n) beliebig gegeben, so ist die Reihe (8) außerhalb der 
ö-Umgebungen der Sprungstellen 2kr + n gleichmäßig konvergent, also für alle x mit 
x —2kn+n!2ö. Denn die Reihe (8) ist ja durch Addition der Reihen für 
A(x + a — n) und A(x + 7 + n) gewonnen, und diese Reihen sind außerhalb der ö-Um- 
gebungen ihrer Sprungstellen 2kr + n bzw. 2kn — n gleichmäßig konvergent. 

Aus (6) ersieht man ebenso, daß die Reihenabschnitte von (8) gleichmäßig be- 
schränkt sind: 





-/2 sin kn 
|Ban(%) + Par —— c0 os kr <B 


für alle x, alle n und ale O<n<n. 
Zum Abschluß unserer Vorbereitungen müssen wir noch zeigen, daß 


ze 
1 
Mifta)Bz(a)) = lim 7; | fa) Bula)da 


existiert, wenn f(x) irgendeine stetige fp. Funktion ist. Aus Satz (1) ergibt sıch das so: 


Ist e> 0 gegeben, so enthält die äquidistante Menge k-2r(k=0, +1,...) 
eine relativ dichte Menge von zu e gehörigen Verschiebungszahlen von f(x). Ist 
= ky2n = Tyuy(E) eine solche, so ist sie auch eine zu e gehörige Verschiebungszahl von 


f{z)B„(z). Es sei nämlich 
1. |2—2kn| <n. Dann ist B,(x + r) = B,(x) = 1, also 
Ma+ DB, +) — MKr)B,(e)| = Meat) —Me)ise 


2. z=2kn-+ n. Dann ist B,(x + 7) = B,(z) = 2, also 


1 
fx + z)B„(x + T) — f(z)B,(x)| > = € 

3. |2— (2k + A)n| <a —n. Dann ist 

B,(z2 + r) = B,(2) =. 

Folglich genügt f(x)B,(x) mit Ausnahme der Stetigkeit der Definition der Fast- 
periodizität, und da die Unstetigkeitsstellen 2kr + n auf die Mittelwertbildung als 
Integration natürlich keinen Einfluß haben, ist die Existenz von M{f(x)B,(x)} zu er- 
warten. In der Tat läßt sich der für einen stetigen fastperiodischen Integranden geführte 
Bohrsche Beweis 5) wortgetreu auch für /(x)B,(x) führen. 


5) Vgl. H. Bohr, a.a. 0.1), S. 34. 
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Es sei nun also f(x) irgendeine stetige fp. Funktion. Dann ist 
N 
(9) MUB} = a (0) 


yı sin kn 


sr 
— “ 
n+1 h 


2 sin kn . 205 | 
+ P -_ M{f(x) cos ka} + = 4 co8 u. 


Wir wollen zunächst den Mittelwert u (x) Bi udn. co8 ka, abschätzen, indem 
ken+tl 
wir die Näherungswerte 
p +» 2 
| 1ta) 3°: de 
pP: In, — 


betrachten, und bei ihnen das Integrationsintervall in drei Arten von Teilintervallen auf- 
spalten; dies seien 


erstens die ö-Umgebungen der Sprungstellen k2r +n (0 <ö<Min (n, 7 — n)), 
zweitens die (na — n — ö)-Umgebungen der Stellen (2% + 1)z, in denen B,(x) = 0 


» 


gleichmäßig konvergiert und also X .. unabhängig von x beliebig klein ge- 
n+1 
macht werden kann, 


drittens die (7 — ö)-Umgebungen der Stellen k2rz, in denen B,(x) = 1 ebenfalls 
gleichmäßig konvergiert. 


Bezeichnen wir noch die obere Grenze von |f(x)| mit F, 
f(x)|<sF nn —o<r<+to, 
und beachten, daß wegen |B,,„(z)| s B 


‚sin kn 


cos kx =5 | B,(x) == Ba,n(%) | < 5 1+B)=E 


ken+1 


ist, so erhalten wir für jede natürliche Zahl p 


n+ö 2r—n+ö 2n+tn+ö p2a—n+6ö 
| JS det |. de+ |. der: +]. 


n—Ö 2r—n—ö 2a+n—ö p2r—n—Ö 


1 2E Hi 
u en — 
= „In 2p-26-F-E=Ö , 
Ist also e> 0 beliebig gegeben, und wird irgendein 7 (zwischen 0 und x) gewählt, so 


gibt es ein ö, = Ö,(e, 7) > 0 derart, daß 


Se 





| N n+ö 2. 2r—n+ö p2r—n+ö 
= | RE 
(10) Jin] [rad +]... + +]..-a 
| n—Ö 2r—n—ö p2r—n—Öd 
ausfällt für jedes ö < ö,(e, 7). Dabei sind p und n völlig beliebig, und 7 und ö hängen 
nur durch die Forderung ö, <n zusammen. Die Teilintervalle zweiter und dritter Art 


können wir zusammen abschätzen: 


e>0 und 0 <n<n seien beliebig gegeben und ö,> 0 werde gemäß (10) be- 
stimmt. Wählt man nun n, = nyo(£, N, 6,) so groß, daß 


€ 2 
| 2.(2) — Ba,n(®)| < F P 


ist fürn > n, und alle x mit |e—2kn + n| Z ö, — wegen der gleichmäßigen Kon- 
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vergenz für diese x ıst das aaa —, so ist 
| 
| ein kn coskx < 
k=n+1 k | 
und also 
f n—ö, “ 2n+n—ö, 4n+n—ö, 
(11) are eur 
v n+1 2r—n+6ö, 4dn—n+ö, 
1 2r—n—ö, din—n—, 
Haie [-..a@+|...d2+ u 
n+6ös 2ntn+ö, 
Fr We: € n — 2Ö 
< ZU — Ö)F FE + p2(a —n— DL: ER N, 





 p2n 
Die geschweiften Klammern enthalten natürlich genau wie in (10) nur endlich viele 
Summanden: Es wird integriert über alle die Intervalle (oder ihre Teile) zweiter und dritter 
Art, die in (0, p 2r) liegen. 

(10) und (11) zusammen bedeuten: 

Sind e>0 und 0 <n<r irgendwie gegeben, so gibt es einen Index 
N, = Ny(E, 7), so daß 


(12) pn fo 


ist für jedes p und jedes n > n,- 
Und daraus, daß (12) für alle p gilt, ergibt sich noch: 
Wird O<n<nr beliebig, aber fest gewählt, so gibt es zu jedem e> 0 ein n,, 50 


| 


cos kx de eh 
2, | 


> kn 





daß 
1/2 =, sinkn \ 
13 —1— Bi: coskr) Se 
u a Pr LE 


ist für n 2 no(e, n)- 
Multipliziert man nun (9) mit wo so folgt aus (13): 
Für jedes feste „n mt O<n<nrist 


sin E77 yeslz) cos ka}. 





7t | je +) 
1) 7 Ma) Bla) = al0) +2 I” 


Nun sei irgendein e> 0 gegeben und dann 7, = n,(E) so klein gewählt, daß 
/a@+h)—fle)| se ist für |A| Sn. 


Dann ist wegen 
k2n+n 


2nf(k2r) — [ f(k2r) dx 


k2aı—n 


und wegen 


n = 3: [nern (T)dr = - fe dx + Jr dx + [ie dc+---+ + [ne] 


da—n p2r—n 
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für jede natürliche Zahl p und jedes 7 < nu(e) 


p2n 














1 > 
2 noB«arae— (no) + 5 2nf(k2r) + = | 
k=1 | 
j | N n 2kat+n | p?n 
- 3, [fun x) — f(0))dx +35 Io — K2))de + | (ie) ) — /(p2r))dx 
0 =1 9n— n p2n—n 
= 9, p2ne = € 
oder anders erg 
p2n 
IX f{p2r) — f(0) 
15 a, x) de — \"/(R2; - —ise 
1) 1 MB, Drtnm) HET 


für alle tin p und alle 7 S ng: 


Hält man n fest, so sind die Summanden nur noch von p abhängig, also ein- 
fache nn Läßt man p- oo gehen, so strebt die erste Folge gegen den 


Wert ” ai B,(x)} und die dritte Folge —0. Folglich muß die zweite Folge 
M,= { N’f(k2r) beschränkt sein, und sind M und N irgend zwei ihrer Häufungs- 
k=1 


punkte, so folgt ebenso aus (15): 
ner” Mif(x)By(&)} <e, N— — Mif(a) B,(x)} <e, 
/ 
also |M—N|=s2e „für ns n,(e)“, tatsächlich also für jedes e> 0, da ja die M, 
und also auch ihre Häufungspunkte von n völlig unabhängig sind. Es existiert also 


M = lım BL (n2r). 


r>o P 4 
Mithin wird aus (15): 
Zu jedem e > 0 gibt es ein n,(E) > 0, so daß 


(16) hu „ Mille x) B,(@)}—M <: 


ist für n S no(e). 
Das heißt aber: 


Es existiert lim = M{f(x) B,(x)} und es ist 


no I 
1 p 
lim 7 M{f(x) B,(x)} = lim — BA f{n2r). 
no N p>» se 
Zusammen mit (14) liefert das die EURE 
sin Zu 


p 
(17) lım — N" /(n2r) —= a(0) + lim _ 


[a(k) + a(— h)]. 


Dabei ist in (14) noch die Umformung 


Ta + — 


M {f(x) cos kr} = Ania) 5 = a [a(— k) + a(k)] 


_ 


vorgenommen worden. 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3, 22 
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vergenz für diese x ist das möglich —, so ist 


Br cos kx <z 
k=n+l1 k | 
und also 
f n—öo ” 2n+n—ö, An+n—, 
(11) IP Eu Eu Re u 
| M) n+1 2r—n+Öö, 4n—n-+ö, 
f 23—n—, 4ir—n—d, 
522] [ .dz + dt + | 
n+ös 2ratn+ö 
a et a u, 
= p2n Ip ] 0 F p N 0 F A 7 





Die geschweiften Klammern enthalten natürlich genau wie in (10) nur endlich viele 
Summanden: Es wird integriert über alle die Intervalle (oder ihre Teile) zweiter und dritter 


Art, die in (0, p 2r) liegen. 

(10) und (11) zusammen bedeuten: 

Sind e>0 und 0 <n<r irgendwie gegeben, so gibt es einen Index 
N, = No(e, 7), so daß 


(12) | ER IKOP3 u cos kx de <e 
ist für jedes p und jedes n > n.- 


Und daraus, daß (12) für alle p gilt, ergibt sich noch: 
Wird 0O<n<n beliebig, aber fest gewählt, so gibt es zu jedem e > 0 ein n,, SO 





daß 
1/2 =, sinkn \ 
13 M < 
(15) Fr Be a. „008 kei <g 


ist für n 2 no(e, n). 
Multipliziert man nun (9) mit ns so folgt aus (13): 
Für jedes feste „n mt O<n<nzist 


M{f(x) cos ka}. 





” “ sin k 
u BE in Sul En 7 


Nun sei irgendein e> 0 gegeben und dann n, = no(£) so klein gewählt, daß 
Ma+h)—He)| Se ist für |h]< m. 


Dann ist wegen 


k2n+n 
2nf(k2n) = [ f(k2r) dx 


k2ı—n 


und wegen 


p2n 2a+n 4a+n p2r 
N Val z)B,(: u” — ap ıfnene + [neue + [ie FE Tu [ren 


2ı—n da—n p2a—n 
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für v. natürliche Zahl p und jedes 7 < nu(e) 








4 )B,„(x) 112 (nf) ) + San (k2r) + 12) | 





| 4 n . kn Hn p?n 
=, | [we ME) —NO)dz + 3” [te — 1R2m))ar + [wo — up2m))a: 
0 2kn—n p2n—n 
1 
. 2ne = e 
= 72p P ] 


oder anders geschrieben: 
p2n 


N u 
(15) te \B,(2)dx — PX f(k2z) + Aa) 0 £. 


1 


für alle natürlichen p und alle 7 <S n.- 


Hält man n fest, so sind die Summanden nur noch von p abhängig, also ein- 
fache m Läßt man p-oo gehen, so strebt die erste Folge gegen den 


Wert ” Rn (x)} und die dritte Folge —0. Folglich muß die zweite Folge 
p 
M,= z Ya beschränkt sein, und sind M und N irgend zwei ihrer Häufungs- 
k=1 
punkte, so folgt ebenso aus (15): 
Mile) B(&)} < e, Mita x)B,(2)} <e, 


also |M—N|<s2e „für n S n,(e)“, tatsächlich + für jedes e> 0, da ja die M, 
und also auch ihre Häufungspunkte von n völlig unabhängig sind. Es existiert also 


M = lım BL f({n2r). 


r>o P 4 


Mithin wird aus (15): 
Zu jedem e > O0 gibt es ein n,(e) > 0, so daß 


(16) > M{f(x) B,(&)}— M <e 


ist für 7 S no(E). 
Das heißt aber: 


Es existiert lim M{f(x) B,(x)} und es ist 
n—0 


p 
lim 7 M {f(x) B,(x)} = lim 4 Sy" /(n2r). 
n—0 Y p>» p n=]1l 
Zusammen mit (14) liefert das die Gleichung 


(17) lim — „2, Mn) — a(0) + lim uucn. 


p>» n—0 k=] k ? 


Dabei ist in (144) noch die Umformung 


Mifta) cos ka} = Mya) 5] = [at—k) + alk)] 


vorgenommen worden. 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 


[rd 
td 
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. | 
Eine (17) entsprechende Gleichung für lım „2 Ino) für beliebiges » > 0 erhält 
1 


man ganz einfach so: 


Setzt man aya)(4) = Mff(x)e-}, so ist für «> 0 
7 
(18) Ayaz)(A) = ann) 
weil ja 
T »T 
Inanewar - kt | ue "au 
] zx)e T z u 
ist. Setzt man daher für © > O 
147] 
fı(2) = iz r) ) 
so ist f‚(n2r) = f{nw) und also 
ı £& | 
lim - no) = lım - - (n2r). 
lim „2 REN ) 


Nach (17) und (18) ıst also für » > O 


p ©. 
(19) lim fine) —= a(0) + lım guches. ak et al k =) 


>= P 4  Fn 


Analog folgt aus a,24.(4) = @# ayn(}) 


1 p 
20 km — no + x) = al! 
(20) lim S’ imo +0) = a(0) 
. 2 
+ N sin kn | (k a : ”. al— a 
70 1 kn 0) (02) 





für jedes reelle x und jedes ® > 0. 
Man braucht ja nur /,(x) = f{x + x) zu setzen und auf die linke Seite von 


u m 
lım 7 fılno) — lım > > Tino +) 


die Gleichung (19) anzuwenden. | 
Setzen wir zum Schluß noch f(x) = f(— x), so ergibt der verschärfte Mittel- 


wertsatz 


A,a) (4) = lim ‚fi (— x)e-i%#= dx = lim — n fr eu du 


T>» T% 


— lım - 7 ‚fie )e# da = aynyl— A). 


T—% 


Auf f,(x) können wir (20) mit & > 0 anwenden und bekommen unter Berücksichtigung 
von 





rält 
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die Gleichung 


He Wer - lim I $ 
a Ge a > —o)—+x 
lim p 2 f(n &) ım > {n( )+ a) 





BEER PR n=1 
© _® Fi 
,sın kr 2N\ —ika DA\ ika 
= a(0) + lim 'lal—ı Je o + alk ) 
70 1 kn 0) 0), 





Das heißt aber gerade: In (20) darf » auch negativ sein. Damit ist der Satz 2 vollständig 
bewiesen. 


$S 3. Erste Anwendung. 


Wir verwenden im folgenden die etwas kürzere Bezeichnung 
p 


1 28 
M{f(no + a)} = lım S’Ano-+ a). 
Ps ff } 2 p _ / 
Betrachten wir nun einige spezielle Fälle und Folgerungen, die sich aus (20) ergeben. 
Es seı AO und a(k/) + O nur für endlich viele ganze Zahlen k,, ks, . .. ., k„. Dann 
steht in (20) rechts eine endliche Summe, so daß das lim- mit dem J-Zeichen vertauscht 
werden kann, und wir haben 


2 oc ik, Ar 
(21) ln‘ % )}= 3 alk, A) et. 
Sind A), Ag... die Fourierexponenten von f(x), so ıst also für jedes +0, + n 


(k 2 1 ganz) sogar 
2; | 
ln z + x)\ —= a(0) = M{f(x)} 


bei beliebigem «a. 
Mit |f(x)| ist trivialerweise auch | M{f{in» + x)}! SF. Daher legt (21) den 


I 


Beweis für folgenden speziellen Satz nahe: 
Konvergenzsatz. f(x) seı stetig und fastperiodisch. Gibt es dann eine reelle Konstante c, so 


. . - C m .. 
daß alle Fourierexponenten in der Form }, = Pr (kn #0 ganz) geschrieben werden können, 
n 


und sind alle Fourierkoeffizienten a, > 0, so ist 
Sa, en“ 


absolut und gleichmäßig konvergent. 
Beweis. Ist eine natürliche Zahl N gegeben, so wähle man 


no = nı(N) = Max (|k,|, |kal,.. .,|An|)- 
" h C and 
Unter den ganzzahligen Vielfachen von —, kommen dann nur endlich viele A, vor, dar- 
no! 
unter aber bestimmt die Exponenten },, Ay. . ., Ay- 
Daher ist 


N I & 
S'.< Va (x — rl" a) zP. 
No! n ce / 
Wegen a, > 0 ist daher $& a, konvergent, und daraus folgt ebenfalls wegen a, > 0 sofort 
die Behauptung. 
Mit Hilfe der Möbiusschen Funktion ‚(n) kann man in gewissen Fällen die Sum- 
manden von (21) trennen: 


I) % 


-. 
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Es sei <S.0. Es sei aber a(ko) + O0 nur für endlich viele ganze k, die alle gleiches 
Vorzeichen haben, also 0. B. d. A. k,.:,An>0. Es sei ferner N >k,. Setzen wir 


dann m, = M vl a, also 
[20 


n 


m, = a(w) + a2») + al3o) + alao) ++ alNo) 


m; — a(20) + a(40) + > 
m; = a(3w) 4... 
so ist 
N N 
„= d). 
a OR Pe Fr ) 


Denn in der »v-ten Spalte tritt ja in diesem Schema a(vo») genau dann in der d-ten Zeile 
auf, wenn kd = v ist. Nach einem bekannten Satz der elementaren Zahlentheorie ist 


1 fü v=i1 
Pr ud Io sonst , 


so daß wir haben: 
2 


a(w) = R u(v) M v{n N 


Genau so erhält man allgemein für beliebiges p 2 1: 


(po) = I u) my = I" u) MIr (n ==} 


v2l ‚21 


(Es ist m, = 0 für v> N, die Summen brechen also von selbst ab bei dem größten Viel- 
fachen von p, das noch < N ist). 
Man braucht, um dies einzusehen, nur das Schema 


My = a(pw) + a(2pw) + a(3pw) + a(apw) +: 

Me = a(2po) + al4po) +: - 

Myp — a(3pw) + -- 
zu betrachten: Es sind einfach alle Indizes mit p multipliziert. Die analoge Anwendung 
der Funktion „(n) ergibt daher den obigen Ausdruck für a(po). 

Sind die endlich vielen k, für die a(ko) + 0 ist, nicht alle positiv, so liefert dasselbe 
Verfahren die Werte 

a(pw) + a(— pw) = 2M{f(x) cos pwx} . 

Die Voraussetzung, daß a(k») nur für endlich viele k von O0 verschieden ist, ist 
offenbar sicher dann erfüllt, wenn die Menge aller der Fourierexponenten, die zu ® 
rational sind, beschränkt ist. 

Diese Methode, die Koeffizienten zu trennen, soll aber nicht weiter verfolgt werden, 
da es eine andere Möglichkeit gibt, die Koeffizienten durch Funktionswerte an äqu!- 
distanten Stellen zu bestimmen, die immer durchführbar ist. Dieser anderen Methode 
gegenüber ist aber zu beachten, daß das eben durchgeführte Verfahren uns gestattet, 
Fourierkoeffizienten einzig aus Funktionswerten an äquidistanten Stellen selbst zu 
bestimmen — ohne Benutzung von Exponentialfaktoren und ohne Berücksichtigung 
des Gesamtverlaufs der Funktion. 

Ist f(x) = 3 a„einz, so ist f(x)e? m 3 a„eiin+#z, Der Koeffizient a, = aya)(A») 


—i Apt ‚ 


ist also gleich dem freien Glied der Fourierreihe von f(x) e 





hes 


wir 


le 
ist 


g 


u u 
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Wählen wir eine reelle Zahl #0, + = az Im so kommen die von O0 ver- 
schiedenen ganzzahlıgen Vielfachen von ß nicht unter den Fourierexponenten der Funk- 
tionen f(x), f{x)e +”, f({x)e**,... vor. Wenden wir also (20) auf diese Funktionen 
an, indem wir (für alle p) ® = 7 x =( setzen, so bleibt rechts nur das freie Glied 
der betreffenden Funktion stehen, und wir haben somit 

) — ini, 27 
(22) “ „= Mila )e F 8 
P 
Nach dem Eindeutigkeitssatze ist daher eine fp. Funktion bereits eindeutig bestimmt 
durch ihre Fourierexponenten und ihre Werte an den Stellen T 27: 3 7 ei 


Dieses $ kann sogar beliebig klein gewählt werden, da ja nur abzählbar viele Werte ver- 
boten waren, so daß die Stellen beliebig weit auseinander rücken können. 


$ 4. Zweite Anwendung. 
Wenn f(x) die Periode 2 hat, ist M{f{n2r + x)} = f(x) und daher 


’ sin kn 
23 x) — alO E= Ilım — Ft alk\ eikz 
(23) I) = a0) + lim 3", "alk) 


Dabei ist nach (22) 
2r 
a(k) = 4 Ir ei*= dr = M{f(n) e-“}. 
. ö n 


Denn da jetzt f(x) nur ganzzahlige Fourierexponenten hat, darf in (22) für 5 jede Irra- 
tıionalzahl, z. B. also 2x gewählt werden. 


Die letzte Gleichung erinnert an die Definition der Gleichverteilung: 
Eine Zahlenfolge z,,2,... mit O0<x„<s1A heißt nO<sr<si1 gleichverteilt, 
wenn die Beziehung 


lım > BALL, 3= [ie dx 
>» 


für jedeinO <xr< 1 eigentlich ai Funktion A(x) gilt®). (Man kann leicht zeigen, 
daß es genügt, sich auf stetige h(x) mit h(0) = h(1) zu beschränken.) 


Die obige Gleichung für a(k) gestattet z. B. einen kurzen Beweis für den Satz: 
Ist 9 irrational, so sind die Zahlen x, = n® — [nd] gleichverteilt nO sr <1. 


Zum Beweis denken wir uns h(z) (stetig und A(0) = h(1)) über das Intervall 
0<xr<1 hinaus periodisch fortgesetzt. Wegen der Periode P=1 sind dann alle 


Fourierexponenten von h(x) von der Form k2x, und also alle (x) —= (0. Daher ıst 


nach (20) 
M{h(nd)} = all). 


Wegen P = 1 ist andererseits 
h(n®) = h(nd — [nd#]) = h(x,) 





°) Siehe z. B. Pölya-Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis 1 (Berlin 1925), Abschn. II, Nr. 162#f. 
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und also 


4 1x 
fm )dr = Mih(n®) } = pen Ma); 


n=1 
q.e.d. 
Die Reihe (23) ıst gleichmäßig konvergent in dem Sinne, daß es zu jedem e > 0 
ein n= n(e) > OÖ und ein n, = ny(E, n) gibt, so daß 


(24) x) — (a(0) +85 ur 2 a(k) ei) <e 


für alle x gilt ?). 

Das ergibt sich durch Spezialisierung aus der folgenden einfachen Überlegung, 
die, in anderer Richtung verfolgt, zwangsläufig zu den Begriffen Periodizitätsgrenze und 
Grenzpervodizität führen wird. 

Es sei r> 0 und f(x) beliebig fp. Dann ist 


I in le—kl<p 5 





A 
j k=1 7 de yE, 
(0 sonst 


eine Betonungsfunktion mit der Periode r. Wir bilden 


1 2 2n sin 2 nf 2n | 
2: anf ) B @ Alza ) + 23°" x) cos k— 
2 a kn Ir | 
Re r x —— (08k — xt. 
. A N h " J 


Der Faktor 25, > dient genau wie der Faktor e in (14) dazu, den Mittelwert 


Mi ...} in den Mittelwert M{...} überzuführen. 
Genau so wie (16) bewiesen wurde, kann man auch hier zeigen: Wegen der gleich- 
mäßigen Stetigkeit von f(x) gibt es zu jedem e> 0 ein n = n(e) > 0, so daß 


(a) fa) Bla ))— Mitar) 





ist. 
Und völlig analog zu der ee von (13) überzeugt man sich, daß es eın 
No —Nole, n) gibt, so daß fürn >2n, 


(b) | & Mira) 3 suche FRE nn . nnd 
L) ee k T | 2 


ist. 

(a) und (b) bleiben nun mit demselben » und rn, gültig, wenn wir statt f(x) die 
Funktion f(x + x) einsetzen. Bei den Abschätzungen, die zu diesen Ungleichungen 
führen, werden nämlich genau wie beim Beweis von (13) und (16) von den Eigenschaften 
der Funktion f(x) nur das ö (hier n) der gleichmäßigen Stetigkeit und die Schranke 
FZ \f(x)) benutzt. Diese bleiben aber beim Übergang zu f(x + x) unverändert. So- 





?) Diese Tatsache ergibt sich z. B. auch durch Spezialisierung aus einem allgemeinen Satz von A. Hammerstein 
(Über die Approximation stetiger Funktionen durch Reihen, die nach einem vollständigen Orthogonalsystem fort- 
schreiten, Sitzungsberichte d. Berl. Math. Ges. 25 (1926)). 
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mit ist dann also, wenn wir x statt & schreiben: 


4 2; 
” = 


2) 


Hat nun f(x) die Periode 2x, so ist einfach r= 27 zu setzen. Dann hat man 
Mff(n2r + x)} = f(x), und damit ist (24) bewiesen. 


$ 5. Dritte Anwendung. 
f(x) sei wieder beliebig fp. Ist e,> 0 und besitzt f(x) äquidistante zu diesem e, 
gehörige Verschiebungszahlen, die wir mit kr, bezeichnen wollen, so ist 


Mean +) — false 


und wir haben dann 


. 2 N 

2) Il + 5 ra) er) <a+e. 
1<sikı <n, kn T 
Hierdurch wird nun erneut (s. Problemstellung) nahe gelegt, einen Unterschied zu 
machen zwischen denjenigen fp. Funktionen, die zu jedem e > 0 äquidistante Verschie- 
bungszahlen besitzen, und denen, für die das nicht zutrifft. Für die erste Klasse darf 
dann in (25) e, + & beliebig klein gewählt werden — für die zweite dagegen wird sıch 
vermutlich eine untere Schranke e,> 0 herausstellen, unter die man nicht herunter- 
kommt. 


Man wird daher außerdem bei jeder einzelnen fp. Funktion die e danach unter- 
scheiden, ob zu ihnen gehörige äquidistante Verschiebungszahlen existieren oder nicht. 

Gehören die äquidistanten Verschiebungszahlen kr zu e, 2 0, so gehören sie erst 
recht zu jedem € > e,. 

Daher können wir sagen: 

Ist f(x) eine stetige fp. Funktion, so gibt es eine wohlbestimmte Zahl e, > 0 derart, 
daß /(x) äquidistante Verschiebungszahlen besitzt zu jedem &> e,, aber zu keinem e < ey. 

Diese Zahl &, wollen wir Periodizitätsgrenze nennen. 

Ferner definieren wir: 

Eine stetige Funktion f(x) heißt grenzperiodisch, wenn ihre Periodizitätsgrenze 
o=d ist. 

H. Bohr nennt eine stetige Funktion grenzperiodisch, wenn sie durch reinperiodische 
Funktionen beliebig genau gleichmäßig approximiert werden kann. 

Daß diese beiden Definitionen inhaltsgleich sind, sieht man leicht ein: 

Ist &, = 0, so darf in (25) e, + e beliebig klein gewählt werden. In der runden 
Klammer steht aber jeweils eine reinperiodische Funktion mit der Periode r,, womit 
der eine Teil der Behauptung erwiesen ist. 

Hat umgekehrt p(x) die Periode 7 und ist |f(x) — p(x)| S e für alle «, so ist für 
jedes ganze k und alle x 


Ma + kr) — fa)| = | fa + kr) — pla + kr) — [f(a) — ple)]| <2e. 
Gibt es also zu jedem & > 0 ein solches p(x), so gibt es auch zu jedem e > 0 äquidistante 
Verschiebungszahlen, d. h. es ist &, = 0. 
Ob äquidistante zu e, selbst gehörige Verschiebungszahlen vorhanden sind oder 
nicht, läßt sich nicht allgemein sagen. Beide Möglichkeiten kommen vor. 
Hat z. B. f(x) die Periode ?, so bedeutet ja f{x + kP) — f(x) = 0, daß äquidistante 
Verschiebungszahlen kP vorhanden sind, die zu O0 = e, gehören. 
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1 hin 
.* 


Ist andererseits etwa f(x) = “ "so zeigt die gleichmäßige Konvergenz dieser 


hd 


Reihe, daß &, = 0 ist a Br ee" ist ja reinperiodisch und daß diese Reihe zugleich 


die Fourierreihe von f(x) ist — man braucht nur f(x) e-% gliedweise zu integrieren. 


Daß es hier aber kein P mit kP = ry,.,(0) gibt, daß also diese Funktion f(0) nicht 


reinperiodisch ist, folgt sofort daraus, daß wenn f(x) die Periode ? hätte, bekanntlich 
2r 
jedes A, = : == k, D mit ganzem k, sein müßte, daß also 2 nicht —0 streben dürfte. 
Dies wird am Ende von $ 7 mit den Mitteln dieser Arbeit erneut bewiesen werden. 

Damit ist zugleich gezeigt, daß die Klasse der grenzperiodischen Funktionen die 
der reinperiodischen zwar enthält, aber umfassender ist. 

Wegen |f{e +r)— f(x)| s |f{fe -+r)| + |f(x)| s2F ist jede reelle Zahl eine 
Tun (2F), also Eg <s 2F. 

Es gibt sehr einfache Beispiele für Funktionen f(z) mit O<e<sa,<2e<F, 


wobei von e nur O<e< z gefordert wird. Unter Vorwegbenutzung der Ergebnisse 
von $ 7 und $ 8 können wir z. B. so schließen: 


1 ' 
Es sei 0 <e< g: Wir setzen 


fx) = (1—e)® +ei® (F=1). 


Da f irrational ist, muß &, > 0 sein ($ 7). 


Es ist 
Ma —U—d)el=elem|=e, 


und (1 — e)e‘* ist periodisch, also (s. Beginn von $ 8) e, <2e. Aus der Ungleichung 
(28) von $ 7 folgt andererseits 


e > Max Min (2,, &,) = Max Min (|1—e/?, je’)= ee. 
Daher ist tatsächlich 
<< sus <i=FP. 


$ 6. Vierte Anwendung. 


Haben uns unsere Überlegungen dazu geführt, die Existenz äquidistanter Ver- 
schiebungszahlen zu jedem e > O als Definition der Grenzperiodizität zu wählen, so müssen 
wir uns fragen, ob diese Überlegungen und diese Definitionen auch geeignet sind, die 

_ Theorie der grenzperiodischen Funktionen zu entwickeln. Das ist der Fall. 


In der Tat werden sich für die Hauptergebnissse dieser Theorie 8), nämlich: Sum- 
mationsverfahren für die Fourierreihe, Eindeutigkeitssatz, Parsevalsche Gleichung 
Mifa)rt= Lla,|?*, und ,=r,x mit r„ rational, x fest —, höchst einfache und 
natürliche Beweise ergeben, und zwar für jede Tatsache gesondert, also ohne Berufung 
auf die Äquivalenz von Approximationssatz, Eindeutigkeitssatz und Parsevalscher 
Gleichung. 

Bei unseren heuristischen Überlegungen hatten wir schon plausibel gemacht, dab 
der Lebesguesche Beweis des Eindeutigkeitssatzes sogar noch für viel allgemeinere 
Klassen als die der grenzperiodischen Funktionen durchführbar sein müsse. Da der 


°) H. Bohr, Grenzperiodische Funktionen, Acta Math. 52 (1929). 





s 
{ 
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Satz 2 ebenfalls durch eine Betonungsmethode gewonnen wurde, ist es nur natürlich, 
daß seine Anwendung einen Eindeutigkeitsbeweis gestattet, der nach demselben Muster 


verläuft wie der von Lebesgue, aber viel kürzer ist, da er keiner Integralabschätzungen 
bedarf. 
Eindeutigkeitssatz. /st f(x) grenzperiodisch und ist a(}) = 0, so ist auch f(x) =. 
Beweis. Indirekt: Es sei f({x,) = d> 0 und kr, sei eine äquidistante Menge von 


) 


— 


zu : gehörigen Verschiebungszahlen. Dann ist f(x, + kr,) Z 2 und also 


>06, 


d 
2 


M {fin + &)} Z 


Wegen a(4) =0 muß aber nach Satz 2 
M {fint, + &,)} = 0 
sein, q. e.d. 

Ungleichung (25) enthält klar den 

Approximationssatz. Jede grenzperiodische Funktion f(x) kann beliebig genau gleich- 
mäßig approximiert werden durch Exponentialpolynome, in denen als Exponenten nur 
Fourierexponenten von f(x) verwendet werden, und die überdies reinperiodisch sind. 

(25) läßt sich übrigens auch auffassen als Verallgemeinerung eines bereits von 
Lebesgue für reinperiodische Funktionen angegebenen Summationsverfahrens auf grenz- 
periodische Funktionen. Als eine noch weitergehende Verallgemeinerung könnte man 
den Satz 2 selbst auffassen; nur handelt es sich dann nicht mehr um ein Summations- 
verfahren, da auf der linken Seite kein Funktionswert, sondern ein Mittelwert über 
äquidistante Funktionswerte steht. Sonst wäre ja auch der allgemeine Eindeutigkeits- 
satz elementar beweisbar, denn jedes Summationsverfahren konstruiert die Funktion 
eindeutig aus ihrer Fourierreihe. 

Daß schließlich der Quotient zweier Fourierexponenten einer grenzperiodischen 
Funktion immer rational ist, sowie die Parsevalsche Gleichung M{f(x) }= 2a. '?, 
wird sich nebenbei ergeben, wenn wir uns nun der Aufgabe zuwenden, die Periodizitäts- 
grenze &, abzuschätzen. 
hp 
1, 
ist, liefern unsere Methoden allerdings keine wesentliche Vereinfachung, so daß auf die 
Bohrschen Untersuchungen darüber verwiesen werden muß. Der Satz wird von Bohr 
selbst als tiefgehend bezeichnet: beim Beweis ?) wird der allgemeine Eindeutigkeitssatz 
herangezogen. Unter Benutzung des (ebenfalls tiefliegenden!) allgemeinen Approxi- 


Für den Beweis der Tatsache, daß f(x) grenzperiodisch ist, wenn stets „- rational 


p 
)g 
so sind die Approximationspolynome, die nur Fourierexponenten von f(x) verwenden, 
rein periodisch, also &, = 0. 


mationssatzes kann man die Behauptung sehr rasch so einsehen: Ist stets „- rational, 


$ 7. Fünfte Anwendung. 
Zur Abschätzung von e, nach unten benutzen wir die folgende, durch einfaches 
Umformen beweisbare Gleichung: 


Sind C,,...,cy beliebige komplexe und Ö,,...,öy irgendwelche reelle Zahlen, 
so ist 


N 
(26) nl Ha) — N on ein? 


N 


N 
= M{\f(«) Pi 3° |a(ö,) |? + >. | u a(ö,) 2 | 


n=1l 


1) 
I 
| 








®) H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. II., Acta Math. 46 (1925). 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 23 
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Ist nun e, die Periodizitätsgrenze von f(x) und &e > &, 80 gibt es nach (25) ein r > 0), 
ein n> 0 und ein n, > 0, so daß 


PER (10) 1 up = "") er 


6“ zn s 


ist. Die Anwendung von (26) ergibt daher 
Ei 2n\ 2 
win Elle)? <e 
Mika} — 2 jelkZ)| <e 


kz—n 

und wegen 3 |a„'? <s M{|f(x)|?} erst recht 
R | e Eu; Ir 2 . 
(27) Zar — 3'|ale) <a. 


Nun sei, falls vorhanden, /, + 0 ein Fourierexponent von f(x). Dann bezeichnen wir 
„(p) 


n 


:- 
2 |,.?= ja)? + za)? = 3, +2, 


(9) 


mit 4 diejenigen Exponenten, für die rational ist, und mit A, alle übrigen. Dann ist 


)q 
Ip 
In der Ungleichung (27) werden nun — welchen Wert das von e abhängige r auch 
haben mag — aus der 3 |a,|? entweder nur Glieder von 3, oder nur Glieder von %, 
fortsubtrahiert. Folglich ist 
Min (3,,2,) <e füralle e>s,, 


mit &,> 0. Und es ist dann und nur dann 3, > 0, wenn es ein /, mit —- irrational gibt. 


also auch 
Min (2,,2,)S&, 


und da das für alle p gilt, 
(28) Max Min (2,,2,)<S 8. 


Bei einer grenzperiodischen Funktion muß also, wie oben behauptet, der Quotient 
zweier Fourierexponenten immer rational sein, denn andernfalls ist &, > 0. 

Aus (27) zusammen mit der darüber stehenden Gleichung folgt die Parsevalsche 
Gleichung für grenzperiodische Funktionen: 

Wegen &, = 0 darf e—0 gehen; die linken Seiten sind nichtnegativ und streben 


+n, 


daher dann auch —0. In beiden Gleichungen ist aber der Subtrahent — 3... der- 


—N, 
selbe, also müssen auch die Minuenden gleich sein: 


Mia) = al? 


(25) bedeutet für reinperiodisches f(x): 
Hat /(x) die Periode ?, so kann f(x) beliebig genau gleichmäßig approximiert 
2n 


D (k ganz) 


werden durch Exponentialpolynome, in denen nur Exponenten der Form k 


zur Verwendung kommen. 
In Verbindung hiermit bietet (27) einen kurzen Beweis für die in der Einleitung 


erwähnte und später benutzte Tatsache dar, daß a(}) = 0 ist fürA+k 3 wenn f(?) 


die Periode P hat. Die Ungleichung (27) besagt nämlich nach ihrer Herleitung aus (26): 
Wird die fp. Funktion /(x) durch ein Exponentialpolynom bis auf e gleichmäßig appro- 
ximiert, so muß unter den Exponenten des Polynoms jeder Fourierexponent 4}, von 








> ) 


wir 


ıt 
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f(x) vorkommen, für den ja,|?> « ist, denn der Koeffizient |a,'? muß dann in (27) 
aus & |a, |? fortsubtrahiert werden. Da bei reinperiodischem f(x) aber nur Exponenten 
2 
P 
f(x) diese Form haben. 


der Form k verwendet zu werden brauchen, müssen alle Fourierexponenten von 


S$S 8. Sechste Anwendung. 
Wir hatten oben schon einmal gezeigt: Hat p(x) die Periode r und ist |f(z)— p(x)| = e, 
so sind die Zahlen kr äquidistante zu 2e gehörige Verschiebungszahlen von f(x). 


Daraus folgt: 
Für jedes n > 0 und jede reinperiodische Funktion p(x) gibt es ein x,, so daß 


Ma) — pa) > —n 


ist. Sonst gäbe es ja äquidistante zu e&, — 2n gehörige Verschiebungszahlen. 

Wegen der Fastperiodizität und der gleichmäßigen Stetigkeit von |f(x) — p(x) 
gibt es sogar ein > 0 und ein ö > 0, so daß in jedem Intervall der Länge Z minde- 
stens ein Intervall der Länge ö liegt, für dessen sämtliche Elemente dieselbe Ungleichung 


gilt. 
Ist z. B. f(x) = cos x + cosrzx, so haben wir 
1 1 1 u 
S)=2,= tan ) = &. 


Wählen wir etwa — nZ z — n = 0,35, so gilt also: 


Zu jeder stetigen reinperiodischen Funktion p(x) gibt es ein ö > 0, so daß für alle 
x aus einer relativ dicht liegenden Menge von Intervallen der Länge ö 
|cos x + cos ne — p(x)| > 0, 35 
ist. 


$S 9. Siebente Anwendung. 
Will man nun e, nach oben abschätzen, so wird man nach (28) zunächst vermuten: 
umsomehr, als das für e, = 0 richtig ist. Die Vermutung ist aber falsch, wie man sich 


leicht überzeugt: 
Ay... ., 44 Seien paarweise linear unabhängige reelle Zahlen. Wir setzen: 


f(x) = Heitz + Aeikır + Zeiht + lelız, 
Dann ist einfach 3, = | a, |? und 
Max Min (2,, 2,) = 25. 
Für p = 1 ist nämlich 3, = 5? und 3, = 42 +3? +1?= 26, für jedes p > 1 ist aber 
si und 3, >5°= 2. 
Wäre nun tätsächlich e, = 5, so müßte (siehe Herleitung von (27)) 


4 
2?=5 +5. =5+&%> Milfla)— N...) > ,2\| an 7 — | ap |? > 26 


ı1<|k]zn, n=] 
sein für jedes &, > 0. 


Unter Verwendung von ‘Teilstücken der harmonischen Reihe kann man natürlich 
auch Beispiele konstruieren, bei denen alle a, mit n > 2 gegenüber a, dem Betrage nach 
vorgeschrieben klein sind. 


II% 


r 
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Darüber hinaus überzeugt man sich aber ebenso leicht sogar davon, daß eine be- 
friedigende Abschätzung der Periodizitätsgrenze nach oben ein mindestens ebenso tief- 
liegendes Problem ist wie der allgemeine Eindeutigkeitssatz. Ist nämlich wieder F die 


obere Grenze von | f(x) | und ist f(x) nicht konstant, so ist 
Z | a, ? < M{| f(e)}} < PP. 
Verglichen mit Max Min (2,, 2,) Ss &, wäre also die Abschätzung 
& <F? 
eine recht grobe. Aus ihr würde aber sofort der Eindeutigkeitssatz folgen. Wäre nämlich 
für ein fp. f(x) 
a(4)=0, aber F>0, 


so setze man F— e,—=d. Dann gibt es x, mit f(z,) > F— 5 ferner gibt es 7 > 0, 


> ist. Dann ist aber 


3 
d d d 
Ma+k)>Ff- 3 —- 8-3 = 75 


so daß kr = zun(®o - 


und also auch M{f(nt + x,)} ne >0. Nach Satz 2 muß aber wegen a(/) =0 auch 
M{f{nt + x,)} = 0 sein. 





Eingegangen 12. 2. 1939. 
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Methoden zur numerischen Auswertung 
unendlicher Reihen mit reellen konstanten Gliedern. 


Von Bernhard Schilling in Dresden. 





1. 
Einleitung. 
Bei der numerischen Auswertung einer konvergenten unendlichen Reihe stößt 
man häufig auf Schwierigkeiten, nämlich dann, wenn die Reihe langsam konvergiert. 
Wenn eine reelle Größe s durch eine konvergente unendliche Reihe gegeben ist 


s=3,=a+%+:''+9%,+::-, 
so erhält man durch Berechnung der Teilsumme 
»S=thtat' tm 


einen Näherungswert von s, der um so weniger von s abweicht, je größer n ist. Konver- 
giert die Reihe langsam, so muß n groß sein, damit s, ein guter Näherungswert von s Ist. 
Ob eine Reihe schnell konvergiert oder nicht, hängt im allgemeinen von dem Verhalten 


des Quotienten 9% = En bei wachsenden Werten von k ab. Ist 9 = lım 9 = (0, 
k k—» 


so konvergiert die Reihe meist schnell, und es sind für verhältnismäßig kleine Werte von 
n die Teilsummen s, gute Näherungswerte von s. Wenn 0 < |#| < 1 ist, so konvergiert 
die Reihe langsamer, und ist |9| = 1, so nähern sich die Teilmengen s, erst für so große 
Werte von n dem Werte s, daß es meist praktisch unmöglich ist, so viele Glieder der 
Reihe zu berechnen, wie man zu einem brauchbaren Näherungswert von s benötigt. Zur 
Behebung solcher Schwierigkeiten sind zwei Wege beschritten worden, die in vielen Fällen 
zum Ziel führen. 

Der eine Weg ist der, daß man versucht, die Reihe in eine schneller konvergierende 
zu verwandeln. Von Markoff, Euler und Kummer sind hierzu allgemein bekannte Reihen- 
transformationen angegeben worden, die oft in überraschender Weise den gewünschten 
Erfolg haben. Aber man kann keine allgemeine Vorschrift angeben, die auf irgendeine 
beliebige Reihe anwendbar ist, vielmehr muß man von Fall zu Fall nach einer geeigneten 
Reihentransformation suchen, was, wenn es überhaupt gelingt, oft nur mittels besonderer 
Kunstgriffe möglich ist. 

Der andere Weg zur numerischen Auswertung einer konvergenten Reihe besteht 
darin, daß man den Rest 


Rn = nrı + n42 + 
der Reihe &a, abschätzt. Man versucht zu diesem Zwecke, eine obere und eine untere 


Schranke für R„ zu ermitteln. Diese Restabschätzungen kommen in der Praxis fast 
Immer auf eines der beiden folgenden Verfahren hinaus: 
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Es seien erstens sämtliche a, der Reihe positiv. Dann suche man eine Reihe $), 
mit positiven Gliedern, die geschlossen summiert werden kann und deren Glieder nicht 
kleiner sind als die entsprechenden Glieder der Reihe &a,. Der Wert der Reihe $& 5, ist 
dann eine obere Schranke für s. Eine untere Schranke kann man in der Weise zu er- 
mitteln suchen, daß man eine Reihe 3c, mit positiven Gliedern bildet, die geschlossen 
summiert werden kann und deren Glieder nicht größer sind als die entsprechenden 
Glieder der Reihe $a,. Andrerseits ist auch jede Teilsumme s, <s, d.h. für jedes n ist 
Sn eine untere Schranke für s. Es sei zweitens die Reihe I a, eine alternierende Reihe, 
deren Glieder dem absoluten Werte nach monoton abnehmen. Ist a, > 0 und a,4ı < 0, 
so ist m > s> +1, also s„ eine obere und s„+ı eine untere Schranke für s. 


Solche Restabschätzungen sind aber nur dann praktisch wirkungsvoll, wenn die 
Differenz der beiden Schranken klein ist, und dies ist gerade dann schwer zu erreichen, 
wenn die Reihe langsam konvergiert. Ist |9| = 1, wobei ja die Reihe besonders lang- 
sam konvergiert, so gelingt es nur selten, eine praktisch brauchbare obere Schranke für 
s zu finden, und gerade in diesem Falle ist eine solche von besonderem Wert. 


Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, zur numerischen Auswertung von Reihen 
mit konstanten Gliedern neue Wege zu weisen, die von den bekannten Methoden unab- 
hängig sind. Cauchy !) hat ein Konvergenzkriterium angegeben, das noch näher behandelt 
werden wird. Er ordnet einer Reihe mit bestimmten Eigenschaften eine Funktion f(x) 
zu, die mit den Gliedern der Reihe in gewisser Beziehung steht. Von der Konvergenz 


des bestimmten Integrales [f(x)dx hängt dann die Konvergenz der Reihe ab. Dieses 
1 


Kriterium legt den Gedanken nahe, eine Restabschätzung dadurch vorzunehmen, daß 
man für den Rest AR, der Reihe eine obere und eine untere Schranke in Form bestimmter 
Integrale von zwei Funktionen ermittelt. Führt man diesen Gedanken durch, so zeigt 
sich, daß der Unterschied zwischen den beiden Schranken in vielen Fällen bei verhältnis- 
mäßig kleinen Werten von n sehr klein gemacht werden kann, häufig sogar kleiner als 
eine vorgegebene Zahl, ohne daß der Wert von n vergrößert werden muß, so daß man 
s mit vorgeschriebener Genauigkeit berechnen kann. Die praktische Anwendung der hier 
entwickelten Theorie zeigt, daß sie ziemlich umfassend ist und gerade bei langsam kon- 
vergierenden Reihen besonders gute Ergebnisse zeitigt. Natürlich führen auch die hier 
entwickelten Methoden nicht bei jeder beliebigen Reihe zu dem gewünschten Erfolg. 


2. 
Es sei 
2, =, +% +++: 
eine Reihe mit reellen positiven, monoton abnehmenden, konstanten Gliedern, und es 
gebe für >21 eine positive und gleichfalls monoton fallende, integrierbare Funktion 
f(x), für die bei jedem n 
fin) = A 

ist. Für eine solche Reihe hat Cauchy das folgende Konvergenzkriterium, das sogenannte 
Integralkriterium, aufgestellt: 

Die Reihe ist dann und nur dann konvergent, wenn die Integralwerte 


In = [fp)ap, ne 2 3,::. 
1 





1) A.Cauchy, Exercices mathem.2, Paris 1827, S. 221. 
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eine beschränkte Zahlenfolge bilden oder, was dasselbe besagt, wenn das Integral 


J = [ f(p)dp 


konvergiert. 
In der Tat ist für jede positive ganze Zahl k 
k+1 k+1 k+2 
S Hold 2 a1 2 S Hp + Vdp= [ f(p)ap. 
k k k+1 


Man kann sich die Zusammenhänge graphisch veranschaulichen, indem man in einem 
ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem in den Punkten x = 1,2, 3,... der Abszissen- 
achse bzw. die Werte a,, @,, Aa, .... als Ordinaten aufträgt. Dann ist die Funktion f(x) 
durch eine Kurve dargestellt, die durch die Endpunkte der Ordinaten geht. In dem 
Intervall k<Sxz sSk+1 ist überall f(x) Z ar;ı und f(x +1) Sa;;ı. Daraus folgt 


für die Teilsumme s,„ der Reihe 2a die Ungleichung 
n+1 


a, + [Mp)dp Zn 2 a, + [ f(p)dp. 
1 2 


Diese Ungleichung gilt auch dann, wenn die Reihe divergiert, nur konvergieren dann 
die beiden Integrale nicht für n— oo. Die Differenz der beiden Integrale 
n+1 n+1 


[Mo)dp — S f(p)dp = [Ap)ap — [ f(p)dp 


2 
ist für jedes n kleiner als [ /(p)dp und daher kleiner als a,, bleibt also unter einer endlichen 
1 


Schranke. 
Es sei jetzt vorausgesetzt, daß die Reihe 3 a, konvergiert. Dann kann man in der 
Ungleichung n über alle Grenzen wachsen lassen, und für die Summe s der Reihe gilt 


a, + Sfp)dp 2s 2 a, + [ {p)dp. 
1 2 


Damit sind eine obere und eine untere Schranke für s angegeben. 
Die unendliche Reihe &a, kann nun dargestellt werden durch 


s= 3, = +%+':':+%,+ HR, 
wobei 
Ra = 4ı + An42 + 
der Rest der Reihe ist. Gilt für jedes k > n die Gleichung /(k) = a;, so ist 


[rHp)ap 2 m [Mp)dp. 


n+l1 


Damit sind eine obere und eine untere Schranke G und g für A, bestimmt: 


G= [fp)dp, g= Sfp)dp- 


n+1 
Für AR, ergibt sich der Näherungswert 
nz 3 (648). 


Die größtmögliche Abweichung A vom genauen Wert ist 
n+1 


A=3(G—g)=3[ Mp)dp<s}a,. 
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Für s erhält man mit derselben Annäherung 
sen +3(G-+g). 


Hierdurch ist bei Berechnung weniger Glieder der Reihe der Wert von s zwischen zwei 
Schranken eingeschlossen, deren Differenz verhältnismäßig klein ist. 

Um AR, genau zu erhalten, müßte man die Differenz zwischen A, und 3 (G + 5) 
kennen. Für diese Differenz sollen nun eine obere und eine untere Schranke ermittelt 
werden. In dem Intervallk <x<sk-+ 1 ist im allgemeinen 


k+1 k+2 k+2 
al f Mp)dp + f AHp)dp] = 2) Ip) )dp # atyı, 
k k+1 
es ist vielmehr 
k+2 


a1 = [ Mp)dp + birı, 
k 


wobei die Korrektion b;+ı näher zu bestimmen ist. Für den Rest A, gilt 
R=%3(G+g)+K,, 

wobei 
Kı= bnrı + DOnr2 +: 

ist. Nun ist 


k+1 k+1 
,=9%— Si /{p)dp = f(k) — 4 [ f(p)dp = fılk). 
—1 4 


Es sei vorausgesetzt, daß für jedes k > n die b; dasselbe Vorzeichen haben, daß die ab- 
soluten Beträge dieser b; mit wachsendem k monoton fallen und daß | f,(x) | monoton 
fällt. Dann ist für jedes kn 








k+1 k+2 
Ss (ag >|b4112| Shtoda 
k+1 
und daher 
| (0) 
[nad 21812 Shioa| 
N n+l1 
Die beiden Schranken 
oo oo g+1 i 
= Shldg = f 10) — 3. Ap)dp| dg, 
@ © g+1 
gı = S Fıla) dg = Mo) — 3 S Hp) dp\ dq 
n+1 n+1 a—1 





haben dasselbe Vorzeichen, nämlich das Vorzeichen der b; für kn. Daraus ergeben 
sich die Näherungswerte 
Rare +tg)+tilasr tg) sent tg)rilGcı tg); 
und für die Abweichung A, vom genauen Wert erhält man 
A, Ss |j%3 (6 —9))|- 
Dieser zweite Näherungswert für A, wird sich im allgemeinen wieder von A, unter- 
scheiden. Es sei 


R=3(C+g)+%(G, +81) + Ko: 
In dem Intervall k<sr sk+1 ist 


k+2 


bi+ = 3 [Fılq)dg + GHı, 
k 











B. Schilling, Methoden zur numerischen Auswertung unendlicher Reihen. 


und es ist 
K, = GH tt mtr +. 
Nun ist 
k+1 k+1 
a=b— tl hln dq = fı(k) - 3) hta) )dq = fa(k 
Genügen die c; denselben Bedingungen wie die b; ae ist |/.(x)| monoton fallend, so kann 


man für den absoluten Wert von X, wieder eine obere und eine untere Schranke angeben. 
Für jedes k >n ıst 
|k+1 | k+2 | 


[ro rd >|aHn|>2| [fer dr |, 
+1 
und daher sind die beiden Integrale 
»[ r+1 r+1/ g+1 
6; = [hat nr = Sn Shoap + 1] ( Sho Jap) er. 
n vi u - 
@rf r+1 r+1 
= [fetr )dr= f fr) — Sfpd)dp +4 f | S Kp)ap)aa dr 
n+l1 n+1lL r—l r—1 g—1 








eine obere und eine untere Schranke für den Wert von Ä,. Sie haben beide dasselbe 
Vorzeichen wie die cr. 
Man erhält die dritten Näherungswerte 


Rz3l+g9)+I3aa tg) +3(&+g 
zt+3(C +8) +3 tg) +3 (ln + 

und für die Abweichung A, vom genauen Wert ergibt sich 
A,<|3(&a—8)| 


| . 


2/9 


) 
82), 


Dieses Verfahren kann man so oft wiederholen, wie die notwendigen Bedingungen zu 
Recht bestehen. Man erhält dabei immer bessere Näherungswerte für s. Zur Bestim- 
mung des m-ten Näherungswertes braucht man die Funktionen f(x), fi(2), f(x), . - -, 
Im). Es sei h eine positive, ganze Zahl, die nicht größer als m — 1 ist. Um /,(x) zu 
erhalten, berechnet man die Funktionen 

z+l 


— [fpı)ap,, 


z—1 


z+1/pı+1 
y(z) = f ( Bi Pı) Japı)dp, 


z—1 pi—1 


z+1 [p+1 /m+1 
Ys(X) = [ | f ( IBi Pı) Jap.) ap, dps, 
v1 m 


REED EEE EEE EEE EU EEE DIE EEE EEE KEEEKEEEEEEEEE NEE EEE NR 


tl (pt PHlpp,+ly,p+l 
y,(z) = f Fr: f J ‚fe ip,)dp, dp,- dp _ajdp, 





Dann ist 


(2) = fa) — - (nie) + e (5) Yalr) — (2) ce 5 Er (7) (2). 


Die Bedingungen für die Bestimmung höherer Näherungswerte sind erfüllt, wenn 


nicht nur die Funktion f(x), sondern auch ihre Differentialquotienten monotone stetige 
Journal für Mathematik. Bd. 181. Heft 3. 24 
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Funktionen von x sind. Man erhält dann auch noch bessere Näherungswerte. Es sei 
vorausgesetzt, daß es einen endlichen Wert von n derart gebe, daß erstens für jede ganze 
Zahl kn 
I(k) — dk, 

daß zweitens für jedes endliche > n 

K)>96, FMar<o, Fd>d, FÜaHd<Pp,... 
und daß drittens 

lim f(x) = lim f’(x) = lim f’’(x) = lim f(x) = --- = 0 


I—>R >» >» ia» 





ist. Man nennt eine solche Funktion eine vollmonoton fallende Funktion. Nach dem 
Mittelwertsatz ist für hinreichend große Werte von x und k | 


ee = /k+M2—k), 0<0<i. 
Da f(x) > 0 ist, so folgt: 
It 2—k>0, so ist f(k+ (2 —k))> f'(k), 
ist 2—k<0, soist f(k+ 9Mx—k)) <f'(k). 
Es ist daher in beiden Fällen 


2) — f{k) > (e—k)f(k) 





oder 
f{z) > («e— k)f'(k) + f(k), 


solange x + k ist. Für x = k geht die Ungleichung in eine Gleichung über, und es gilt 
daher für jedes x des Intervalles k— 1 sr <sk+ 1 die Ungleichung 


2) 2 («— k)f(k) + f(k), 


wobei das Gleichheitszeichen also nur für = k gilt. Demnach ist 
k+1 k+1 


Stto)dap> [L(p — k)f'(k) + f(k)]dp = 2f(k) = 2a, 
k—1 k—1 


oder 
k+1 


4 < 4 [ Mp)dp. 


k—1 
Daraus folgt, daß | 
| Rn<3(@ +8) 
ist. /t„ liegt also zwischen 3 (G + g) und 3(G + g) —3(G —.g) = g, und es ergibt sich 
der Näherungswert 
Rn = 1(G+ 3g) 
mit der Abweichung A’ vom genauen Wert 


A'<ı1(G—g). 
Es folgt weiter sofort, daß 
k+1 
= a — % [f(p)dp <O 
k—1 





und somit für jedes endliche > n 


fıl2) <O | # 
ist. Die Schranken G, und g, für K, sind also negativ. Für die bisherigen Untersuchungen | 
genügt es, die Monotonie von f(x), f(x) und f’’(x) vorauszusetzen. Die weiteren An- 











S sei 
anze 


lem 


rılt 


> 








ee 
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nahmen werden für höhere Näherungswerte gebraucht. Es läßt sich dann zeigen, daß 
Kn>3(@+8)+3(6, + 81) 


ist. Zu diesem Zwecke muß bewiesen werden, daß die Funktionen f(x) und fj’(x) das 


Zeichen nicht wechseln. Aus 
+1 


fı(z) = fx) — 3 [ Kp)dp 


folgt durch Differentiation y 
fi) = Pla) 3 fe +D—Me—N)], 
ı(@)= la) fr + Fr— N]. 


Nach dem Taylorschen Satze ist 


h ' h? 7} h® m 
kat) + + 
h N h? 7} h? ZA 


Subtrahiert man die zweite Reihe von der ersten, so erhält man für h=1 
1 ’ 1 rm 1 > 
Auf der rechten Seite sind für jedes endliche x 2 n sämtliche Glieder negativ, und daher 
ist 
3 [fe + — Me — DI fa) > 0 
und somit 
file) > 0. 
Entwickelt man f’(x + h) und f’(x— h) in Taylorsche Reihen, so ergibt sich für h = 1 
die Beziehung 


1 4 ’ „m 4 1 6 
fa +n-Fa@—N]=f) + 6 Pat fad+t. 


Die Glieder auf der rechten Seite sind sämtlich positiv für jedes endliche x 2 n, und 


daher ist 
I +) —Fer— 1] FlR)> 0 
und somit 
ı(2) <O. 
Analog zu der oben abgeleiteten Ungleichung für f(x) erhält man demnach für jedes x 
des Intervalles k— 1 <x<k+ 1 die Ungleichung 
file) < (ae — A)fı(k) + fılk), 


wobei das Gleichheitszeichen nur für x = k gilt. Demnach ist 





k+1 k+1 k+1 
[ Ita)da < STa—k)Alk) + flk)ldg = Alk) = 2a — 3 f ip)ap 
k—1 k—1 k—1 
oder 
k+1 k+1 
> tr] Hp)dap +3 SFıla)dq. 
k—1 k—1 


Daraus folgt, daß 
Ru>3(@ +8) +3(61 + 81) 


24* 
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ist. A, liegt also zwischen 3(G+g) +3%(G, + g,) und | 
Il(C+ +31 +8) 3 (a1 —g)>t(lC +g)+ 8 
und es ergibt sich der zweite Näherungswert 
Rn =3(G +8) +4 (61 + 381) 
mit der Abweichung A, vom genauen Wert 
AS —4(61—8))- 
Ganz analog läßt sich beweisen, daß G, und g, positive Werte haben und daß 

Rn <3(C +g)+3(Cı +8) +3 (@ + 8) 
ist, und man findet den Näherungswert 

Ru =23(G +8) +3%(6ı +81) + +(G, + 38.) 
mit der Abweichung A, vom genauen Wert 

A, <S4(%— 8). 

Setzt man dies Verfahren fort, so erhält man immer bessere Näherungswerte für A,, 


die abwechselnd größer und kleiner als A, sind. 
Wendet man dieses Summationsverfahren z. B. auf die Reihe 





B3 1 Be; 
nn: 6 
an, so erhält man für n=5 die erste Näherung 

s = 1,6386, A’ < 0,0084, 
die zweite Näherung 

s = 1,64508, Aı < 0,00030, 
die dritte Näherung 

s = 1,644924, Az; < 0,000038, 


während die Summe der ersten 20 Glieder der Reihe erst den Wert 
Seo = 1,996163 
ergibt. Auf 6 Dezimalstellen genau ist 
1,6449341 <s < 1,6449343.. 


Bei sehr langsam konvergierenden Reihen erhält man oft mit ganz wenig Rechnung 
einen sehr guten ersten Näherungswert, wie das folgende Beispiel zeigt. Es sei die Reihe 


1 
B ni 


n=1 
gegeben. Für n =5 ergibt sich als erster Näherungswert 
s = 10,552, A’ < 0,040. 
Die Teilsumme s, der ersten 5 Glieder der Reihe ist 
S; = 2,154, 


also etwa der fünfte Teil von s. Dagegen sind die Schranken für den Rest R, entsprechend 
groß, sie haben die Werte 


G = 8,5134, g = 8,35%. 
Als zweiten Näherungswert erhält man fürn =5 
s = 10,58476, A, < 0,00052. 


Auf 3 Dezimalstellen genau ist 
10,5840 < s < 10,5845. 








ıB 


he 


ıd 
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4, 


Diese Untersuchungen und Ergebnisse lassen sich auch auf gewisse Reihen anwenden, 
bei denen die Glieder nicht sämtlich dasselbe Vorzeichen haben. Es sei 


ZSm=n tat tmt' 
eine konvergente unendliche Reihe mit der Eigenschaft, daß sıch die Glieder derart ın 
Gruppen zusammenfassen lassen, daß jede Gruppe endlich viele Glieder enthält, die ın 
der Reihe 2a, unmittelbar hintereinander stehen, und alle Gruppen dasselbe Vorzeichen 
haben. Es seien mit ß,, Pa, Pa, - - - die Gruppen bezeichnet, d.h. es sei 


Pı = %ı + %o + ER +0, Pa = %,4+1 7 42 tr °°*' T 0, 


Pas = +11 + a42 + °'' +09, :--- - 
Die Reihe &«a,„ kann man dann darstellen 
Z,= ZB. = ++: ++... 


Haben nun die f, sämtlich dasselbe Vorzeichen — es sei das positive —, bilden sıe eine 
Reihe mit monoton abnehmenden Gliedern und gibt es eine monoton abnehmende Funk- 
tion F(x), die von einem bestimmten Werte x = v ab für jedes x 2 » dıe Gleichung 
F(x) = ß, erfüllt, so gelten für den Rest 
R, = Brı + Pre + 

der Reihe 3, dieselben Bedingungen, wie für die oben behandelte Reihe Sa, mit lauter 
positiven Gliedern. 

Von besonderer Bedeutung sind hierbei solche Reihen, bei denen jede Gruppe 
ß„ dieselbe Anzahl Glieder hat. Von diesen sind wieder die alternierenden Reihen von 
Interesse. 

Es sei 

Su = nt, +— 
eine alternierende Reihe, und zwar sei 
Hu>n>0%>:-':>0, lIma«=V0. 


k>« 
Die Reihe ist konvergent. Weiter sei vorausgesetzt, daß 
ui u > ui > **- 
und 
GB — > m — Dim — m >: 
ist. Die Reihe &«, kann in der Form geschrieben werden 


zu=2ß,=PfıtPß +‘ +ßut 


wobei 





und zn = 24 eine gerade Zahl ist. Es sei f(x) eine Funktion von x mit den Eigenschaften, 
daß für jedes k>n 


f(k) = aı 
ist und die Funktion 
F(x) = f{2x — 1) — f(2x) 
monoton abnimmt. Nun ist 


R,= Kn+ı — An+2 + An+3 — Anr+s — — 1 Pu+1 — Pu+2 4... = 0 
und weiter 


Pe ya— og, = mA m= F(u) = f{2u — 1) — f(2u) = fin — 1) — f{n). 
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Dann sind 


G=[F(p)dp, g= [F(p)dp 


u+1 
eine obere und eine untere Schranke für den Rest A,. 
Genügt F(z) noch den weiteren hierzu notwendigen Bedingungen, so kann man 


wieder höhere Näherungswerte finden. Dann wechselt die Funktion 
+1 


F,(z) = F(2) — 3 f F(p)dp 


z—1 


das Zeichen nicht, und man erhält 


G, = [ Fı(g)dg, 81 = S Fıla)ag. 
u 


u+1l 


Genügt auch die Funktion 
+1 


Fy(z) = Fı(z) —$ [ Fılg)dg 


z—1 


den notwendigen Bedingungen, so ergibt sich 


G, = [Fy(r)ar, 8: = [ Falr)ar. 
u 


u+1 
Ist n eine ungerade Zahl, so schreibt man 
20 =9%-2,),=%-t9rnt''+9,+°) 


wobei 


und = 2»-+-1 eine ungerade Zahl ist. Die Reihe &y, wird dann nach demselben Ver- 
fahren angenähert berechnet, und man erhält entsprechende Näherungswerte für &x,. 
Ist insbesondere die Funktion F(x) vollmonoton fallend, so erhält man in bekannter 
Weise noch bessere Näherungswerte. 

Wendet man dieses Summationsverfahren z.B. auf die Reihe 


IH Ar YyıT ur YyT7u— dr, TR ar Ta ir * * 


n=1 
an, so erhält man für n = 10, also „=5 die erste Näherung 
s = 0,7845, A’ < 0,0014, 
die zweite Näherung 
s = 0,185423, A, < 0,000056,, 
die dritte Näherung 
s = 0,1853964 , A; < 0,0000095. 


Die ersten 10 bzw. 11 Glieder der Reihe ergeben die Summen 
Sjo = 0,76046 bzw. Ss, = 0,80808. 


Da sjp <sS < Sy, Ist, so erhält man für s den Näherungswert 
s 73% (sjo + Sı1) = 0,78427 mit der Abweichung A, < 0,02383. 


s 


Auf 6 Dezimalstellen genau ist 
0,7853981 < s < 0,7853982 . 
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„ 


5. 
Es sei jetzt wieder 
2,=44+%+:'+0,+:-- 
eine konvergente Reihe, für die es ein n derart gibt, daß 
Key .''>(, ug 


ist. Häufig stößt man bei der Berechnung des Integrals [fp)ap auf unüberwindliche 


Schwierigkeiten. Um in einem solchen Falle für den Rest /t,„ eine obere und eine untere 
Schranke zu ermitteln, bestimmt man zwei monoton abnehmende, integrierbare Funk- 
tionen ®(x) und (x), die den folgenden Bedingungen genügen. Es sei für jedes k>n 


O(k)>a, ylk)<a, [®lz)dx endlich. 


Im übrigen können die Funktionen ®(x) und y(x) ganz beliebig gewählt werden. Dann 
ergeben sich für den Rest A, eine obere und eine untere Schranke 


G=[Olp)da, g=Jelp)dp. 


n+l 
Insbesondere lassen sich in gewissen Fällen die Funktionen ®(x) und (x) so bestimmen, 
daß 


®&(n) +®(n-+1)+--- und g(n)+gln-+ 1)-+--- 
konvergente geometrische Reihen sind. Dann kann man G und g ohne Integration finden. 


Da die Glieder der Reihe 3a, von einem bestimmten Gliede ab monoton abnehmen, ist, 
wenn n hinreichend groß ist, für jedes kn 


dı 
os = -t<1, 
Ad 


Es sei 
O<l1m = d9<i1. 


k>o 


Ist n so groß, daß für jedes k > n der Quotient 9; < 1 ist — ein solches n existiert stets —, 
so gibt es zwei Größen 9, und ®,, die für alle k > n der Ungleichung 


1> 9,2 429,20 


genügen. Dann ist für jedes k2n 


also 


9 9 
OL An+ı = An+2 >. 0; A441, 0 An+ı > AUı3 2 Pur, -:-- 


und daher 


th +At )2S rm ++ &+--.). 
Es sind demnach 





Ay+1 An+1 
Pr OT 
eine obere und eine untere Schranke für A,. 
Dies Verfahren ist auch dann anwendbar, wenn #9 = 0 ist; es ist dann 9, =. 
Ist 9= 1, so findet man auf diesem Wege keine endliche obere Schranke, da ®, = 1 
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er unendlich groß ist. Man muß dann versuchen, zwei monoton fallende 
Tr 

integrierbare Funktionen ®(x) und @(x) mit den oben genannten Eigenschaften zu er- 
mitteln. Insbesondere lassen sich für Reihen, bei denen 


und 


k 
. Üdk+1 . — 
lim ——=—=4 und limya=1, 
k>o (dk k—® 


jedoch 


imk1 — Hl _o>1 
k>o dk 





ist, solche Funktionen ®(x) und (x) bestimmen. 
Die Reihe 
> 
n=1 n’ 
gehört zu diesen Reihen, wenn 4>1 ist. Für sie ist nämlich 
— lım k ı — eu — lım Bei. — (}) e () + (2a ++» | = |, 


k>o (k + 1) 1 1 2 
i+2 
k 


_ +1 
Ak 


lım k 


k>o 








Es sei 
PR 
eine unendliche Reihe, bei der von einem bestimmten n ab 


HKeomızmr> ‘>00, lima=0 
ko>® 


ist, und für die nach dem Raabeschen Kriterium die hinreichende Konvergenzbedingung 








imk — l=o>1 
k>o dx 
erfüllt ıst. Für die Reihe 
ns 
n® 


ist dieser Grenzwert ebenfalls gleich ®. Dann kann man von einem bestimmten n ab 
die Reihe 3a, zwischen zwei Reihen 


._ und = 
n=1 n=1 


einschließen, wobei 
uzozZz»v>i1 


ist. Es sei e> 0 eine Größe, die der Ungleichung 
w—2E> 1 


genügt. Es seien weiter 
u=w®+t2, v=w-—2e. 


Dann ist 
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de Demnach läßt sich eine positive ganze Zahl n so bestimmen, daß für jedes k > n 
er- | | dı+1 | | | k \ 
ung u zen Bi I Me ns au = 
'k Fr o|se, k 1 22% use, 








—vy Se 


Ben) 


ist. Daher ist für jedes k>n 


lt — (a) 








>k 1 a 
dk 





ah i -(; | 


also 


Daraus folgt fürk=n 


n \” n \* 
la) anal) 
h. Unter Berücksichtigung dieser Ungleichung ergibt sich fürk=n-+1 


a: u 3 
BR. 20, PERL. TON RER 
a. u ;) Ss |; 4 5) 


Ist A> 0 eine beliebige ganze Zahl, so erhält man fürk=n+h 


n \ n \* 
Ar + ‚) RE a, + ) 
Für den Rest A, der Reihe 3a, findet man also 


ng 1 1 1 1 
a rare de nn pe a ) ai au 1L—+.. ). 
(n +1)” (n+2) (n +1)" " (n +2)" ' 


Es seien nun die beiden Funktionen ®(x) und (x) folgendermaßen definiert: 





Diese Funktionen sind integrierbar und lassen sich zur Berechnung einer oberen und 


b einer unteren Schranke für den Rest AR, der Reihe Ya, verwenden. Ist 
[e +) on 00 00 
6 dx 2 dx 6 dx dx 
FREE er — = 14 — 
IH — z’ ’ 8b —— r? ’ d — j gi ’ Og gi ’ 
n n+1 n n+l1 
so sind 


on 


[eo 
am "dx 
Berne v — v ’— u 0 = A - 
G a,n Gy q, N | p’ ie) a, r Og an " y za 
n n+1 


eine obere und eine untere Schranke für A,. 

Für die Berechnung eines guten Näherungswertes wird man z. und » so wählen, 
daß ihre Differenz so klein wie möglich ist. Es ist im allgemeinen nicht notwendig, daß 
sich die beiden Größen « und » von w wesentlich unterscheiden, es kann sogar häufig 
eine der beiden gleich ® gesetzt werden. Weiter ist folgendes zu beachten. Für jede 
ganze Zahl A> 0 gilt die Ungleichung 

n ) — Antr — er ) 
n+h 7 u \n+MW'’ 
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wenn n hinreichend groß und 4u> »®> » ist. Läßt man aber zu, daß eine der beiden 
Größen u und » mit » übereinstimmt, so muß unter Umständen für ein gegebenes n in 
den Ausdrücken links und rechts in der letzten Ungleichung an Stelle von n eine andere 
ganze Zahl m > 0 gr, Man vergleicht dann nicht die Glieder gleicher Nummer der 


drei Reihen Dan, Pr ar r = miteinander, sondern man vergleicht das n-te Glied der 


Reihe 2% mit den m-ten Gliedern der Reihen ge und ..- so daß für jede ganze 
Zahl h> 0 





NEN 

m + h Ay m + h 

ist. Man wird nun bei gegebenem n die größte Zahl m suchen, für die diese Ungleichung 
gilt. Die obere und die untere Schranke für A, sind dann gegeben durch die Integrale 


[e +) oo 
G- „(ex un R dx 
= a„m! 2 g=am -Z 

m m+1 


Da ®(x) und »(x) vollmonoton fallende Funktionen sind, kann man die Schranken 
für R„ noch verbessern. Es ist nach früheren Ergebnissen 


1 
7 a,m’(G, +)>A,- 


Ferner bildet man die Funktion 
z+1 


ala) = pe), | vipdap 


z—1 


und die Integrale 


0 


= [p,la)dg, 8,=S Pıla)dg. 


m m-+1 


Dann ist 
Sam (C, +) ++ EI <A, 
Damit sind für AR, eine obere und eine untere Schranke gefunden: 
= am (Ct go), = amlG, +8) + C,H): 


die einen besseren Näherungswert ergeben als die Schranken G und g. 
Wendet man dieses Summationsverfahren z. B. auf die Reihe 
1 1-3 4 1-3-.5--- (2n —3) 1 7 
Dr sta st He "(ön —2) (in —1) ”T 
an, so ergibt sich 
—4)2 u 
an _ EI, Im) 1m —2=1,5= 0. 


147° 








(dx  2k (2%k == 1)’ k>o 
Für k >7 ist 





Ze 


ng 
le 
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es ist also v»„= 1,4 und a=w=1,5. Fürn =7 erhält man die erste Näherung mittels 
G und g: 

s 1,583 mit der Abweichung A < 0,034, 
die zweite Näherung mittels G* und g*: 

s = 1,583 mit der Abweichung A* < 0,027. 
Ist k 214, so ist 
k—1\” a k—1\"° 
Be 
es ist also » = 1,45 und u=ow=1,5. Für n = 14 erhält man die erste Näherung 

s = 1,5744 mit der Abweichung A < 0,0111, 


die zweite Näherung 
s = 1,5743 mit der Abweichung A* < 0,0084. 
Die Summe der ersten 14 Glieder der sehr langsam konvergierenden Reihe ergibt erst 
den Wert 
S14 = 1,41958. 
Auf 4 Dezimalstellen genau ist 
1,57079 < s < 1,57080. 


6. 


Die bisherigen Untersuchungen erstreckten sich auf unendliche Reihen, deren 
Glieder von einer bestimmten Stelle ab monoton abnehmen und das Vorzeichen nicht 
wechseln, oder auf Reihen, die sich auf solche zurückführen lassen. Es fragt sich, ob man 
die Betrachtungen so verallgemeinern kann, daß sie auch auf andere konvergente Reihen 
anwendbar sind. Es sei 

S3u=404+40+':'+09,+:-- 
eine konvergente Reihe, deren Glieder keinen Bedingungen unterworfen sind. Es sei n 
eine bestimmte positive ganze Zahl und für jedes k>n sei o, der größere und o, der 
kleinere der beiden Werte a; und a;;ı. Es sei nun ®(x) eine integrierbare Funktion 
von x, die den folgenden Bedingungen genügt: 

1. für jedes k>n ist ®(k) > o,, 

2. ım Intervall A <xe<k+i1 ist ©(x) > ar41, 

3. für e>n ist ®(x) endlich und lim ®(x) = 0, 


in» 


4. [ ®(z)dx ist endlich. 


Es sei ferner p(x) eine integrierbare Funktion von x, die den folgenden Bedingungen 
genügt: 

1. für jedes k>n ist p(k)< o;, 

2. im Intervall A<xz <k+i1 ist a(x) < a1, 

3. für z2>n ist o(x) endlich und lim o(x) = 0, 


z>@ 


4. [ p(z)dx ist endlich. 


Dann ist für jedes x > n sicher ®(x) > p(x), und für jedes Intervalk <x <k+1 ist 
k+1 k+1 


J[olp)ap Z ar4ı Z [ P(p)dp. 
u k 
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Demnach sind 
G= [Olp)dap, g=J[ P(p)dp 


eine obere und eine untere Schranke für den Rest R„, und man erhält den Näherungswert 


Rn #3 (6 +8) = [[O(p) + Plp)ldp; 
dabei ist die größtmögliche Abweichung A vom genauen Wert 


A<3(G —g) = 3 [[O(p) — P(p)lap. 


Der Wert 4(G + g) wird im allgemeinen von A, verschieden sein, und ebenso 


ıst im allgemeinen 
k+1 


3 [[O(p) + p(p)]dp + “+ı- 
k 


Vielmehr ist 
k+1 


ar — 3 [[O(p) + plp)ldp = brrı- 
k 


Es sei 
Dann ist 
K,=dnrı + in42 4°: 
Diese unendliche Reihe ist sicher konvergent. 
Sind ®,(x) und 9,(x) zwei integrierbare Funktionen von x, die in bezug auf die 


Reihe &b, dieselben Eigenschaften haben wie die Funktionen ®(x) und (x) in bezug 
auf die Reihe I a,„, so kann man für Ä, eine obere und eine untere Schranke angeben: 


G, = [d,(g)dq, 81 = S Pılq)ag. 


Ob G, und g, zu einem besseren Näherungswert führen als die Schranken G und g, hängt 
von den Funktionen ®,(x) und g,(x) ab und muß in jedem Falle besonders untersucht 
werden. 





Eingegangen 15. Februar 1939. 








